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Con\inuturile cuprinse @n program[ au fost distribuite pe

unit[\i didactice (lec\ii) grupate @n cinci capitole.

Subiectele au fost astfel @nl[n\uite @nc`t s[ se permit[

tratarea diferitelor p[r\i ale programei @n ordinea lor fireasc[

]i progresiv[.

Activit[\ile ]i exerci\iile relativ independente ]i foarte vari-

ate servesc scopurilor propuse, @n concordan\[ cu capaci-

t[\ile elevilor.

Ansamblul favorizeaz[ @mbinarea dintre munca indepen-

dent[ a elevilor ]i activitatea dirijat[ din clas[.

Manualul poate fi utilizat diferen\iat @n func\ie de capaci-

t[\ile de @n\elegere ale elevilor ]i de obiectivele urm[rite.

Manualul dezvolt[ capacitatea elevilor de a efectua opera\ii

logice de analiz[, sintez[, compara\ie, generalizare, concre-

tizare, de a explica pe baz[ de argumente, de a efectua ra\io-

namente inductive, deductive ]i analogice, de a g`ndi

divergent, de a transfera cuno]tin\ele @n situa\ii diferite ]i de

a se autoevalua.

Se vizeaz[, formarea capacit[\ii elevilor de a opera\ionaliza

cuno]tin\ele dob`ndite, de a le utiliza @n situa\ii concrete de

via\[, @n cotidian. Manualul nu se reduce la prezentarea unor

descrieri ]i exemplific[ri, ci, prin scheme, modele, propo-

zi\ii lacunare, @ntreb[ri ]i indica\ii, probleme, elevul este

@ndemnat s[ fac[ demersuri cognitive, investiga\ii, fiind

implicat direct @n activitatea de ,,descoperire”. 

Sec\iunea Probleme, din cadrul fiec[rei unit[\i, ofer[

aplica\ii variate prin care elevul are posibilitatea s[-]i fixeze,

s[ aprofundeze, s[ dezvolte ]i s[ aplice creator cuno]tin\ele

dob`ndite, iar profesorul poate s[ evalueze continuu

cuno]tin\ele, priceperile ]i deprinderile elevilor. #n acela]i

timp, aceast[ sec\iune permite elevului s[ se autoevalueze,

folosind ]i r[spunsurile care sunt prezente @n manual.

Manualul cuprinde rubrica de Probleme recapitulative,

care realizeaz[, prin problemele propuse spre rezolvare, o

leg[tur[ @ntre ultimele cuno]tin\e dob`ndite. 

Rubrica Test de autoevaluare permite realizarea unui por-

tofoliu pe @ntregul an ]colar de fiecare elev @n parte.

#n rubrica Variante de tez[ pentru semestrul I ]i, res-

pectiv, pentru semestrul al II-lea, sunt propuse spre

rezolvare c`te dou[ variante realizate @n concordan\[ cu

subiectele propuse la examenul de Evaluare Na\ional[. Pen-

tru finalizarea preg[tirii examenului de Evaluare Na\ional[

sunt propuse Teste pentru preg[tirea examenului de E.N.

Fiecare unitate didactic[, numit[ lec\ie, reactiveaz[ sistemul

de cuno]tin\e anterior asimilate, @l familiarizeaz[ pe elev cu

terminologia cercet[rii, @l antreneaz[ @n descoperirea de noi

cuno]tin\e, de tehnici de lucru, de procedee, propriet[\i,

no\iuni, pornind de la condi\ii date, prin aplicarea unui

ra\ionament inductiv.

#n cadrul fiec[rei unit[\i didactice sunt sistematizate no\i-

unile ]i procedeele prezentate, realiz`nd o sintez[ riguroas[

]i accesibil[, aceasta realiz`ndu-se prin comentarii, exemple

]i observa\ii.

Sec\iunea Probleme rezolvate ofer[ modele pentru rezol-

varea unor tipuri noi de probleme, probleme referitoare la

cuno]tin\ele nou dob`ndite.

Sec\iunile Teme de sintez[ ]i Teme pentru lucru @n

echipe permit profesorului realizarea unor mini colective de

elevi, @n a]a fel @nc`t, @ntr-o form[ modern[, s[ se rezolve

anumite teme mai complexe care necesit[ dezbaterea mai

multor tipuri de idei.

                              PREZENTAREA MANUALULUI                                      

Descoper[ @n manualul digital activit[\i multimedia interactive de

@nv[\are (AMII) legate de tema lec\iei. Acestea sunt eviden\iate @n

varianta digital[ ]i @n cea tip[rit[ prin simbolurile urm[toare:



Competen\e generale conform programei

Competen\e specifice conform programei

                        COMPETEN|E GENERALE. COMPETEN|E SPECIFICE                            

1. Identificarea unor date, m[rimi ]i rela\ii matematice, @n contextul @n care acestea apar

2. Prelucrarea unor date matematice de tip cantitativ, calitativ, structural, cuprinse @n diverse surse

informa\ionale

3. Utilizarea conceptelor ]i a algoritmilor specifici @n diverse contexte matematice

4. Exprimarea @n limbajul specific matematicii a informa\iilor, concluziilor ]i demersurilor de rezolvare

pentru o situa\ie dat[

5. Analizarea caracteristicilor matematice ale unei situa\ii date

6. Modelarea matematic[ a unei situa\ii date, prin integrarea achizi\iilor din diferite domenii

1. Identificarea unor date, m[rimi ]i
rela\ii matematice, @n contextul @n care
acestea apar
1.1. Recunoa]terea apartenen\ei unui nu-
m[r real la o mul\ime
1.2. Identificarea componentelor unei
expresii algebrice
1.3. Identificarea unor dependen\e func-
\ionale @n diferite situa\ii date
1.4. Identificarea unor figuri plane sau a
unor elemente caracteristice acestora @n
configura\ii spa\iale date
1.5. Identificarea corpurilor geometrice
]i a elementelor metrice necesare pentru
calcularea ariei sau a volumului acestora

2. Prelucrarea unor date matematice
de tip cantitativ, calitativ, structural,
cuprinse @n diverse surse informa\i-
onale
2.1. Efectuarea unor opera\ii cu inter-
vale numerice reprezentate pe axa nu-
merelor sau cu mul\imi definite printr-o
proprietate a elementelor ei
2.2. Aplicarea unor reguli de calcul cu
numere reale exprimate prin litere
2.3. Descrierea unei dependen\e func-
\ionale @ntr-o situa\ie dat[, folosind dia-
grame, tabele sau formule
2.4. Reprezentarea, prin desen sau prin
modele, a unor configura\ii spa\iale date
2.5. Prelucrarea unor date caracteristice
ale corpurilor geometrice studiate @n ve-
derea calcul[rii unor elemente ale aces-
tora

3. Utilizarea conceptelor ]i a algoritmi-
lor specifici @n diverse contexte mate-
matice
3.1. Utilizarea unor procedee matema-
tice pentru opera\ii cu intervale ]i rezol-
varea inecua\iilor @n R
3.2. Utilizarea formulelor de calcul pre-
scurtat ]i a unor algoritmi pentru rezol-
varea ecua\iilor ]i a inecua\iilor
3.3. Reprezentarea @n diverse moduri a
unor func\ii cu scopul caracteriz[rii
acestora
3.4. Folosirea unor propriet[\i de para-
lelism sau perpendicularitate pentru ana-
lizarea pozi\iilor relative ale dreptelor ]i
planelor
3.5. Alegerea metodei adecvate pentru
calcularea unor caracteristici numerice
ale corpurilor geometrice

4. Exprimarea @n limbajul specific ma-
tematicii a informa\iilor, concluziilor ]i
demersurilor de rezolvare pentru o situ-
a\ie dat[
4.1. Folosirea terminologiei aferente no-
\iunilor de mul\ime, de interval numeric
]i de inecua\ii
4.2. Exprimarea matematic[ a unor situ-
a\ii concrete prin calcul algebric
4.3. Utilizarea unui limbaj specific pen-
tru formularea unor opinii referitoare la
diferite dependen\e func\ionale
4.4. Descrierea @n limbaj matematic a
elementelor unei configura\ii geometrice
4.5. Utilizarea unor termeni ]i expresii
specifice pentru descrierea propriet[\ilor
figurilor ]i corpurilor geometrice

5. Analizarea caracteristicilor matema-
tice ale unei situa\ii date
5.1. Interpretarea unei situa\ii date utili-
z`nd intervale ]i inecua\ii
5.2. Interpretarea unei situa\ii date utili-
z`nd calcul algebric
5.3. Analizarea unor func\ii @n context
intra ]i interdisciplinar 
5.4. Alegerea reprezent[rilor geometrice
adecvate @n vederea descrierii unor con-
figura\ii spa\iale ]i a calcul[rii unor ele-
mente metrice
5.5. Analizarea condi\iilor necesare pen-
tru ca o configura\ie geometric[ spa\ial[
s[ verifice anumite cerin\e date

6. Modelarea matematic[ a unei situa\ii
date, prin integrarea achizi\iilor din di-
ferite domenii
6.1. Rezolvarea unor situa\ii date, utili-
z`nd intervale numerice sau inecua\ii
6.2. Interpretarea matematic[ a unor pro-
bleme practice prin utilizarea ecua\iilor
sau a formulelor de calcul prescurtat
6.3. Modelarea cu ajutorul func\iilor a
unor fenomene din via\a real[  
6.4. Modelarea unor situa\ii practice @n
limbaj geometric, utiliz`nd configura\ii
spa\iale
6.5. Interpretarea informa\iilor referi-
toare la distan\e, arii ]i volume dup[ mo-
delarea printr-o configura\ie spa\ial[ a
unei situa\ii date din cotidian



INTERVALE DE NUMERE REALE. INECUA|II #N R1

Lec\ia 1. Mul\imi definite printr-o proprietate
comun[ a elementelor lor 

No\iuni recapitulative

Matematica poate fi descris[ ca o ]tiin\[ a numerelor, a formelor, a structurilor ]i a rela\iilor dintre acestea. 

No\iunea de num[r este esen\ial[ @n studiul matematicii. Primele numere utilizate de oameni au fost numerele

naturale. Cu ajutorul numerelor naturale, putem stabili num[rul elementelor unei mul\imi finite sau putem preciza al

c`telea loc @l ocup[ un obiect @ntr-o succesiune de obiecte.

Numerele naturale se dovedesc insuficiente @n procesele de m[surare. De cele mai multe ori, rezultatele

m[sur[torilor se exprim[ sub form[ frac\ionar[.

Putem @n\elege necesitatea de a extinde succesiv mul\imea de numere @n care lucr[m, pornind de la rezolvarea

unor ecua\ii:

 Ecua\ia , unde a ]i b sunt numere naturale, nu are @ntotdeauna solu\ie @n mul\imea numerelorx  a  b

naturale. De aici, necesitatea introducerii numerelor @ntregi.

 Ecua\ia , unde a ]i b sunt numere @ntregi cu , nu are @ntotdeauna solu\ie @n mul\imea numerelorax  b a  0

@ntregi. De aici, necesitatea introducerii numerelor ra\ionale.

 Ecua\ia , unde a este un num[r ra\ional pozitiv, nu are @ntotdeauna solu\ii @n mul\imea numerelorx2  a

ra\ionale. De aici, necesitatea introducerii numerelor reale.

  Mul\imea numerelor naturale  este: 

N  0, 1, 2, 3, 4, . . .

  Mul\imea numerelor @ntregi  cuprinde numerele naturale ]i opusele lor:

Z  . . .,  4,  3,  2,  1, 0, 1, 2,3, 4, . . .

Orice num[r natural este @n acela]i timp @ntreg, deci .N Z

 Mul\imea numerelor ra\ionale  este mul\imea tuturor numerelor ce se pot scrie sub forma unor

rapoarte de numere @ntregi. Denumirea de num[r ra\ional este legat[ de cuv`ntul “ratio”, @nsemn`nd raport.

Aceast[ mul\ime se define]te astfel:

Q  m
n m, n  Z, n  0

Din faptul c[ orice num[r @ntreg n se poate scrie sub forma , rezult[ c[ .
n
1

Z  Q

Un num[r ra\ional se poate exprima @ntr-o infinitate de moduri sub form[ de frac\ie ordinar[ ]i @n mod unic sub

form[ de num[r zecimal (frac\ie zecimal[). De exemplu, . 2
5
  4

10
  6

15
 ...  0, 4

Transformarea frac\iilor ordinare @n frac\ii zecimale se realizeaz[ @mp[r\ind num[r[torul la numitor. Se ob\in

frac\ii zecimale cu un num[r finit de zecimale sau cu o infinitate de zecimale care se succed periodic. 
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De exemplu, .
19
4

 4, 75;
13
7

 1, 857142857142 ...  1, (857142);
17
6

 2, 833 ... 2, 8 (3)

Reciproc, orice frac\ie zecimal[ finit[ sau periodic[ se poate transforma @n frac\ie ordinar[ dup[ regulile

cunoscute.

De exemplu, ;2, 175  2175
1000

 87
40

; 2, (175)  2
175
999

                           ;        .2, 17(5)  2
175  17

900
 2

79
450

2, 1(75)  2
175  1

990
 2

29
165

Deci, mul\imea numerelor ra\ionale poate fi caracterizat[ ]i astfel:

Q este mul\imea numerelor zecimale finite sau periodice

 Mul\imea numerelor reale 

Rela\iile metrice @n geometrie furnizeaz[ exemple de numere care nu pot fi exprimate sub form[ de frac\ie

ordinar[. 

Exemple

 1. Dac[ m[sur[m lungimea unui cerc folosind ca unitate de m[sur[ diametrul cercului, ob\inem num[rul .
S-a demonstrat de c[tre J. H. Lambert @n anul 1767 c[ num[rul  nu este ra\ional (nu poate fi exprimat sub forma
unui raport de numere @ntregi). Se pot calcula (utiliz`nd metode neelementare) oric`t de multe zecimale ale lui .
#ntruc`t acest num[r este ira\ional, el se scrie cu o infinitate de zecimale care nu se succed periodic.

Valoarea aproximativ[ a lui  cu dou[ zecimale exacte (folosit[ de obicei @n calcule) este 3,14. Pentru a memora
primele 8 zecimale ale lui , se poate folosi propozi\ia: 

,,  “.

3

A]a
1

e

4

u]or
1

a
5

scrie
9

renumitul

2

]i
6

utilul

5

num[r

Scriind cifrele ce arat[ c`te litere con\in cuvintele propozi\iei considerate, g[sim  .  3, 14159265 ...

2. Lungimea ipotenuzei unui triunghi dreptunghic isoscel de catet[ 1 este . Folosind metoda reducerii la2

absurd, demonstr[m c[  nu este num[r ra\ional. Presupunem c[  este num[r ra\ional ]i not[m cu 2 2
m
n

reprezentantul acestui num[r sub form[ de frac\ie ireductibil[, adic[ avem .2  m
n , unde m, n  N ]i (m, n)  1

De aici rezult[ c[ , prin urmare exist[  astfel @nc`t . #nlocuind @n rela\ia 2n2  m2; 2  m2 deci 2  m p  N m  2p

, ob\inem , echivalent cu . Deducem c[ . Faptul c[ m ]i n sunt2n2  m2 2n2  4p2 n2  2p2 2  n2 de unde 2  n

divizibile cu 2 este @n contradic\ie cu presupunerea c[ m ]i n sunt prime @ntre ele. Contradic\ia la care am ajuns

dovede]te c[  nu este num[r ra\ional. 2

     Un num[r scris sub form[ de frac\ie zecimal[ infinit[, neperiodic[ se nume]te num[r ira\ional.

          Defini\ie

Se poate demonstra prin metoda reducerii la absurd urm[toarea

Proprietate  Dac[ n este un num[r natural care nu este p[trat perfect, atunci  este num[r ira\ional.n

 sunt exemple de numere ira\ionale. 2 ; 3 ; 10 ; ; 0, 121221222122221 . . .

     Mul\imea numerelor reale este reuniunea mul\imii numerelor ra\ionale cu mul\imea numerelor

ira\ionale.

          Defini\ie

Mul\imea numerelor reale se noteaz[ cu R. Din defini\ia mul\imii numerelor reale rezult[:

 mul\imea numerelor ira\ionale este  ;RQ

 are loc incluziunea . Q  R
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Re\ine!

  N Z Q  R

Se folose]te nota\ia  pentru mul\imea numerelor reale nenule (analog nota\iilor , reprezent`ndR N, Z, Q

respectiv mul\imea numerelor naturale nenule, mul\imea numerelor @ntregi nenule ]i mul\imea numerelor ra\ionale

nenule).

Comentariu  Mul\imea numerelor naturale, mul\imea numerelor @ntregi, mul\imea numerelor ra\ionale ]i

mul\imea numerelor reale sunt reprezentate ]i prin simbolurile urm[toare:           Œ, ‘.

#n continuare vom utiliza ca simboluri pentru aceste mul\imi pe cele folosite @n defini\iile anterioare.

 

   Mul\imi definite printr-o proprietate comun[ a elementelor  

Orice submul\ime a mul\imii R se individualizeaz[ prin propriet[\i specifice.

Exemple 1. Mul\imea numerelor reale pozitive notat[  se define]te astfel:R

R  x  x R, x  0.
  2. Mul\imea numerelor reale strict negative, notat[ R  se define]te astfel:



R
  x  x R, x  0.

 3. Mul\imea numerelor reale care sunt solu\ii ale ecua\iei se define]te astfel:x 2  3

      A  x  x R, x 2  3 .

Aceast[ mul\ime este format[ dintr-un singur element, anume  Deci x  3
2

. A  3
2

.

 4. Mul\imea numerelor reale care sunt solu\ii ale ecua\iei  se define]te astfel:x2  2

B  x  x R, x2  2.
Deoarece nu exist[ numere reale al c[ror p[trat este , concludem c[ 2 B  .

   Concluzie  

O mul\ime A de numere reale ale c[rei elemente verific[ o proprietate P, o putem reprezenta astfel:

 cu proprietatea PA  x  x R, x .

PROBLEME
3 Determina\i elementele mul\imilor urm[toare:

a) A  x  x R, 2x  1  2 ;

b) B  x  x Q, x2  5;

c) C  x  x R, x2  0;

d) D  x  x R, x  3.

4 Fie mul\imea

 M  111
3

; 7 ; 1, 0(2); ; 16 ; 1  2 .

Determina\i mul\imile:

a) ; b) ; c) ;M  N M  Z M  Q

d) ; e) ;M  (RQ) A  x  M  x  ZN

f) .B  x M  x  QZ

1  Fie mul\imea  A  1, 5; 0; 2 ;  2; 0, (3);

                          9 ; ;
91
7

;
3
4

; 1 2
3

; 6, 25 .

Determina\i mul\imile urm[toare:

a) B  x  x  A ]i x N;
b) C  x  x  A ]i x Z;
c) D  x  x  A ]i x Q;
d) E  x  x  A ]i x RQ.

2 Scrie\i mul\imile de mai jos cu ajutorul unor

propriet[\i ale elementelor lor:

a)    b) A  0, 1, 4, 9, 16, . . .; B  1
2

,
2
3

,
3
4

, . . . ;

c) C  1, 1, 2,2, 5,5, 10,10;

d)    e) D  0, 7, 14, 21, . . . ; E  1, 1.
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Lec\ia 2.   Intervale numerice ]i reprezentarea lor 
pe axa numerelor

 Intervale m[rginite 

 Consider[m c`teva exemple din via\a cotidian[ care conduc la no\iunea de interval.

 Valorile normale ale unor indicatori din domeniul s[n[t[\ii nu sunt fixe, ci oscileaz[ @ntre anumite valori

extreme. Astfel, glicemia g (exprimat[ @n mg/dl) se consider[ normal[, dac[ ia valori cuprinse @ntre 70 ]i 110, adic[ 

.70  g  110

Spunem c[ g ia valori @n intervalul m[rginit cu extremit[\ile (capetele) @n 70 ]i 110. Se noteaz[ acest interval cu 

. Extremit[\ile intervalului sunt elemente ale acestuia, adic[  ]i  . Spunem c[70, 110 70  70, 110 110  70, 110
intervalul este @nchis (vezi Figura 1).

 

 Dac[ m[sur[m capacitatea unui vas cu ajutorul unui pahar de un decilitru, ob\in`nd 20 de pahare pline ]i

al 21-lea incomplet, atunci avem , unde am notat cu c, capacitatea vasului exprimat[ @n decilitri.20  c  21

Spunem c[ num[rul real c ia valori @ntr-un interval m[rginit cu extremit[\ile (capetele) @n 20 ]i 21. Pentru a

exprima faptul c[ extremit[\ile nu sunt elemente ale intervalului, spunem c[ intervalul este deschis ]i @l not[m cu 

; (vezi Figura 2).(20, 21)

 Pentru a m[sura timpul @n care un sportiv parcurge o distan\[ dat[, utiliz[m un cronometru al c[rui ac

indic[ fiecare secund[. Dac[ cronometrul indic[ 35, deducem c[ timpul t exprimat @n secunde verific[ rela\ia 

.35  t  36

Num[rul real t ia valori @ntr-un interval m[rginit cu extremit[\ile @n 35 ]i 36, astfel @nc`t extremitatea st`ng[, 35

apar\ine intervalului, iar extremitatea dreapt[ nu apar\ine. 

Spunem c[ intervalul este @nchis la st`nga ]i deschis la dreapta ]i @l not[m ; (vezi Figura 3).35, 36

Defini\iile intervalelor m[rginite sunt rezumate @n tabelul urm[tor, unde :a, b R, a  b

Interval de extremit[\i

a ]i b, deschis la st`n-

ga ]i @nchis la dreapta

a, bx  R a  x  b

Interval de extremit[\i

a ]i b, @nchis la st`nga

]i deschis la dreapta

a, bx  R a  x  b

Interval deschis de ex-

tremit[\i a ]i b

(a, b)x  R a  x  b

Interval @nchis de ex-

tremit[\i a ]i b

a, bx  R a  x  b

Reprezentarea geometric[DenumireaNota\iaMul\imea
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Observa\ii

1. Defini\ia poate fi extins[ ]i pentru cazul c`nd . a  b

Ob\inem: .a, a  a, (a, a)  a, a  a, a  
Acest tip de intervale se mai numesc ]i intervale degenerate.

2. Intervalele de forma  se numesc intervale semideschise.a, b ]i a, b
3. Fiec[rui interval m[rginit @i corespunde un segment pe axa real[. 

Not[m cu A punctul de abscis[ a ]i cu B punctul de abscis[ b, unde .a  b

Intervalului @i corespunde segmentul @nchis , care @]i con\ine capetele.a, b AB

Intervalului  @i corespunde segmentul deschis , care nu-]i con\ine capetele. Intervalului (a, b) AB

 @i corespunde segmentul , care @]i con\ine doar cap[tul din st`nga. Intervalului  @ia, b AB a, b
corespunde segmentul , care @]i con\ine doar cap[tul din dreapta.AB

 

  Intervale nem[rginite 

S[ consider[m mai @nt`i dou[ exemple din via\a cotidian[ care conduc la no\iunea de interval nem[rginit.

 #n meteorologie o zi canicular[ se define]te ca fiind ziua @n care temperatura la umbr[ dep[]e]te 35 C,

f[r[ a exista un prag maxim impus! 

#n acest caz spunem c[ temperatura T ia valori mai mari sau egale ca  adic[  35 C, T  35 C.

 #n mod asem[n[tor pentru zilele geroase, temperatura T verific[ condi\ia  f[r[ a exista un pragT  10 C,

minim impus!

Pentru scrierea intervalelor nem[rginite avem nevoie de dou[ simboluri matematice  Semnifica\ia ]i .

acestor simboluri este precizat[ prin defini\iile intervalelor nem[rginite din tabelul urm[tor: 

Interval deschis la dreap-

ta, nem[rginit la st`nga

(, a)x  R x  a

Interval @nchis la dreap-

ta, nem[rginit la st`nga

, ax  R x  a

Interval deschis la st`n-

ga, nem[rginit la dreap-

ta

(a,)x  R x  a

Interval @nchis la st`n-

ga, nem[rginit la dreap-

ta

a, x  R x  a

Reprezentarea geometric[DenumireaNota\iaMul\imea

  !      Aten\ie!   nu sunt numere, ci simboluri matematice. ]i 

Observa\ii  1. Uneori, semnul din fa\a lui  este omis. De exemplu, @n loc de  se poate scrie . (0,  ) (0, )

 2. Mul\imea numerelor reale poate fi scris[ sub form[ de interval: .R  (,  )

 3. Fiec[rui interval nem[rginit @i corespunde o semidreapt[ pe axa real[.

Intervalelor de forma  le corespund semidrepte @nchise, adic[ semidrepte care @]i con\ina, ]i , a
originea. Intervalelor de forma  le corespund semidrepte deschise, adic[ semidrepte care nu-]i(a, ) ]i (, a)

con\in originea. 
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  Reprezentarea unor intervale folosind aproximarea numerelor reale 

 Dac[ atunci pentru reprezentarea lui I pe axa real[ folosim aproxim[ri ra\ionale pentruI  ( 2 , 5 ),

capetele  Astfel pentru putem folosi aproximarea prin lips[  @n timp ce pentru folosim2 ]i 5 . 2 2  1, 4, 5

aproximarea prin adaos  Atunci reprezentarea lui I este 5  2, 3.

 Dac[ atunci aproxim`nd pe prin lips[ cu valoarea  reprezentarea lui I esteI  ( 3 ,), 3 3  1, 7

  Opera\ii cu intervale 

Cu intervalele, fiind reprezent[ri ale unor mul\imi, se pot efectua opera\iile cunoscute: reuniunea ]i intersec\ia.

Astfel, dac[ I ]i J sunt dou[ intervale, avem:

 Reuniunea intervalelor:  .   I  J  x  R  x  I sau x  J
 Intersec\ia intervalelor:  .I  J  x  R x  I ]i x  J

Probleme rezolvate
1 Folosind reprezentarea pe ax[, scrie\i sub form[ mai simpl[:

a) ;  b) .  (0, 5)  (3, 7) (0, 5)  (3, 7)

Solu\ie

a) ;   b) .(0, 5)  (3, 7)  (0, 7) (0, 5)  (3, 7)  (3, 5)

     2 Scrie\i sub form[ mai simpl[:

a) ; b) ., 4  2, , 4  2,

Solu\ie

a) ;   b) ., 4 2,  R , 4  2,  2, 4

  Caracterizarea unor intervale cu ajutorul modulului 

Fie a un num[r real, . Reprezent[m pe axa real[ punctele . Punctele sunt simetrice fa\[ dea  0 A(a) ]i A
,
(a)

origine.

Pentru punctele A ]i A’, distan\a la originea axei este egal[ cu a. 

Pentru punctele segmentului deschis , distan\a fa\[ de origine este mai mic[ (strict) dec`t a.AA
,

Pentru punctele semidreptelor deschise , distan\a fa\[ de origine este mai mare (strict) dec`t a.Ax ]i A
,

x
,
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|in`nd seama c[ distan\a de la origine la un punct de abscis[ x este egal[ cu , ob\inem propriet[\i alex

modulului, utile @n rezolvarea unor ecua\ii sau inecua\ii care con\in module.

Re\ine!

Dac[ a  0, avem:

x  a echivalent cu x  a, a

x  a echivalent cu x  a, a

x  a echivalent cu x  (a, a)

x  a echivalent cu x  ,  a  a, 

x  a echivalent cu x  (,  a)  (a, ).

Probleme rezolvate
1 Determina\i mul\imile: ;A  x  x  R, 2x3  5

; .B  x  x  R, 2x3  5 C  x  x  R, 2x3  5

Solu\ie  . Rezult[ ;2x  3  5 echivalent cu 2x  3  5 sau 2x  3  5 echivalent cu x  4 sau x  1 A  1, 4

 . 2x  3  5 echivalent cu 2x  3   5, 5, de unde  5  2x  3  5, deci 2  2x  8 echivalent cu 1  x  4

Rezult[ .B  1, 4

  sau . 2x  3  5 echivalent cu 2x  3  ,  5  5, , de unde 2x  3  ,  5 2x  3  5, 

.2x  3  ,  5 echivalent cu 2x  3  5, de unde x  1 rezult[ x  ,  1

. 2x  3  5, echivalent cu 2x  3  5, de unde x  4, deci x  4, 
Rezult[ .C  ,  1  4, 

     2 Demonstra\i c[, dac[ , atunci .x, y  (8, 10) (x  9)(y  9)  (1, 1)

Solu\ie  Cum ;x  (8, 10), rezult[ 8  x  10, deci 1  x  9  1 avem x  9  1

  Cum  .y  (8, 10), rezult[ 8  y  10, deci 1  y  9  1 avem y  9  1

#nmul\ind membru cu membru inegalit[\ile  (reamintim c[ dou[ inegalit[\i cu termenix  9  1 ]i y  9  1

pozitivi se pot @nmul\i membru cu membru), ob\inem , adic[ . (x  9)(y  9)  1 (x  9)(y  9)  (1, 1)

  Partea @ntreag[ ]i partea frac\ionar[ a unui num[r real 

Consider[m numerele .a  62
3

 20
2
3

, b  5, c  7  2, 6458 ...

 a are partea @ntreag[ 20 ]i partea frac\ionar[ ;
2
3

 b are partea @ntreag[  ]i partea frac\ionar[ 0; 5

 c are partea @ntreag[ 2 ]i partea frac\ionar[ 0,6458 ...

Pentru orice num[r real x, exist[ un interval unic de forma  cu n num[r @ntreg, astfel @nc`t n, n  1
. Num[rul @ntreg n cu aceast[ proprietate este partea @ntreag[ a lui x. x  n, n  1
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 Partea @ntreag[ a num[rului real x este num[rul @ntreg n cu proprietatea .n  x  n  1

   Partea frac\ionar[ a unui num[r este diferen\a dintre num[rul considerat ]i partea sa @ntreag[.

          Defini\ie

Partea @ntreag[ a num[rului real x se noteaz[ , iar partea frac\ionar[ a lui x se noteaz[ . x x

Re\ine!

x  n echivalent cu n  Z ]i n  x  n  1

x  x  x

Exemplu Dac[ , atunci, cum , ob\inem .x  5, 43  6  5, 43  5 x  6

  .x  5, 43  5, 43  5, 43  5, 43  6  0, 57

Problem[ rezolvat[
Rezolva\i @n R ecua\iile: 

a) ; b) ;  c) ; d) .x  1 x  2 x  1  3 x  x

Solu\ie  a) ;x  1 echivalent cu 1  x  2, S  1, 2
b) ;x  2 echivalent cu  2  x  1, S  2,  1

   c) ;x  1  3 echivalent cu 3  x  1  4, deci 2  x  3, S  2, 3

   d) . x  x echivalent cu x  x  x, deci x  0, de unde x  0, 1, S  0, 1

PROBLEME
3 Scrie\i, sub form[ mai simpl[, mul\imile:

a) ; b) ;(1, 1)  1, 1 (, 3)  3,
c) ; d) ;0, 4  (4,) 2, 10  (2, 10)

e) ; f) .1, 4  4, 6 (1, 4)  (4, 6)

4  Scrie\i, cu ajutorul intervalelor, mul\imile:

a) ; b) A  x R x  3 B  x R x  4;
c) ;C  x R x  1
d) ;D  x R 1  x 1  2
e) ;E  x R 2  x 2  4
f) ;F  x R 3  3x
g) .G  x R 6  3x 3  9

5  Scrie\i mul\imea numerelor reale care au:

a) partea @ntreag[ egal[ cu ;3

b) partea @ntreag[ egal[ cu ;2

c) partea @ntreag[ egal[ cu  sau cu 0.1

6  Preciza\i valorile lui  @n fiecare dintre cazurile:x
 a) ;  b) ; c) ;   d) .x  3, 4 x  (3, 4) x  3, 4 x  2; 1

1 Stabili\i valoarea de adev[r a fiec[reia dintre  

propozi\iile: a) ;0  1, 1

b) ;    c) ;2  0, 2 11
3
 3, 4

d) ; e) ;
1
3
 (0, 3; 0, 4) 2  1, 4; 1, 42

f) ; g) . 3  2;1 2, (5)  (2, 6;)

2 Scrie\i, sub form[ de intervale, mul\imile: 

a) ;A  x  R 1  x  2
b) ;B  x  R 2  x  3
c) ;C  x  R 1  x  3
d) ;     D  x  R 2  x  4
e) ;E  x  R x  0
f) ;F  x  R x  2
g) ;G  x  R x   2 
h) ;H  x  R x  3 

i) ;I  x  R  3
2
 x   5

3


j) .J  x  R x  1
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14  Determina\i mul\imile:

a) ;A  x  R x  0
b) ;B  x  R  x  11

4
c) ;C  x  R x1  2
d) ;D  x  R x  5
e) ;F  x  R x 4  1
f) G  x  1; 2  x  1

2
;

g) .H  x  2, 3  x  0, 5
    

15  Dac[  ]i , ar[ta\i c[:a, b  R a  b

.
5a  b

6
;

a  5b
6

 (a; b)

16  Fie . Verifica\i dac[:I  (0,) ]i a, b  I, a  b

a) ;     b) ;
a  b

2
 (a, b) ab  (a, b)

c) ;  d) .
2ab
a  b

 (a, b)
a  b 3

1  3
 (a, b)

17  Preciza\i c`te numere @ntregi sunt @n fiecare dintre

intervalele:

a) b) c) (8, 7); 9, 9; (n,n), n N;

d) e) n,n, n N; n, n p, n, p N;

f) g) n, n  29 , n Z; n, n1, n RZ.

18  Dac[  demonstra\i c[:a,b R, a  b,

a) b) 
2a  b

3
 (a, b); 3a  5b  (8a, 8b).

19  Pentru a nu uita parola de la adresa de e-mail,

Bogdan a ales-o @n felul urm[tor:

a) este format[ din ]apte cifre scrise @n ordine

descresc[toare;

b) fiecare cifr[ este element al mul\imii 

x R x  3  4.

Care este parola lui Bogdan ?

20 O persoan[ dore]te s[ cumpere un teren dreptun-

ghiular cu l[\imea de 20 m, cu cel mult 15000

euro. Pre\ul terenului este de 10 euro/m  ]i2

proprietarul nu vinde mai pu\in de 500 m  #n ce2.

interval poate lua valori lungimea terenului pe

care vrea s[ @l cumpere persoana respectiv[ ?

21  Pe cele dou[ laturi ale unei alei, lung[ de 340 m se

planteaz[ brazi. Intervalul dintre doi brazi

consecutivi variaz[ @ntre 8 m ]i 9 m. Ar[ta\i c[

num[rul de brazi planta\i apar\ine intervalului 

37; 42.

7  Reprezenta\i pe ax[ intervalele: a) ;1; 2
b) ; c) ; d) ;1; 4 ,2 3; 4, 5

e) ; f) ; g) . 2 , 1, 5; 0, (3)  2 ; 2 

8 Dac[  ;  ; ;  I  5, 5; 4 J  5; 3 K  6,
, care dintre urm[toarele propo-L  (7, 5; 5)

zi\ii sunt adev[rate?

a) ;   b) ;   c) ;   d) ;   e) .I  J I  K J  K J  L K  L

9  Preciza\i c`te numere @ntregi con\ine fiecare

dintre intervalele:

a) ; b) ;   c) ;(5; 5) 7; 7 4; 4
     

d) ; e) ;  f) ;  7; 8 (9; 10) 3; 12
 

g) ;   h) ;  i) .4; 3
1
2

3, 5; 4, 5 (n;n);n  N

  10 Folosind reprezentarea pe ax[, scrie\i sub form[

de intervale urm[toarele mul\imi:

a) ; b) ;2, 5  3, 7 (3, 0)  0, 7

c) ; d) ;0, 4  (1,) 1, 7  2, 10

e) ; f) ;(, 0)  ( 2, 5) (2, 9)  2, 9

g) ; h) ;0, 4  1, 2 (3, 2)  0, 5

i) ; j) ;1, 6  (3,) 10, 11  2, 10

k) ; l) .(, 2)  (2, 1) (2, 3)  2, 3

   11 Scrie\i, cu ajutorul intervalelor, urm[toarele

mul\imi ]i reprezenta\i-le pe axa numerelor

reale:

A  x R x  5; B  x R x  1;
C  x R x2  4;
D  x R x1  3;

E  x R x  x; F  x R x  x;
G  x R 1  x  3;
H  x R (x  1)2  1.

12 Preciza\i care dintre mul\imile urm[toare repre-

zint[ intervale:

a) b) 0, 2  1, 3; 0, 1  3
2

;

c) 2,0Q.

13  Dac[  efectua\i:I1  2, 4, I2  1, 3,
a) b) I1  I2; I1  I2;

c) d) .I2 N; I1 Z
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Lec\ia 3.  Inecua\ii de forma ax + b  0 (, <,>), unde a, b R

No\iuni recapitulative

#n clasa a VII-a a\i @nv[\at cum se compar[ dou[ numere reale. #n tabelul urm[tor (@n care, cu , am notata, b, c, d

numerele reale), sistematiz[m propriet[\ile rela\iei ,, ”.

Dac[ @nmul\im sau @mp[r\im ambii membri ai unei

inegalit[\i cu acela]i num[r strict negativ, ob\inem o

inegalitate echivalent[ cu cea dat[, schimb`nd

semnul ,, ” cu semnul ,, ”. 

Fie  Avem:c  0.

    Dac[  ]i reciproc.a  b, atunci ac  bc

    Dac[  ]i reciproc.a  b, atunci a
c 

b
c

6)

Dac[ @nmul\im sau @mp[r\im ambii membri ai unei

inegalit[\i cu acela]i num[r strict pozitiv, ob\inem o

inegalitate echivalent[ cu cea dat[, p[str`nd semnul

inegalit[\ii.

Fie  Avem:c  0.

    Dac[  ]i reciproc.a  b, atunci ac  bc

    Dac[  ]i reciproc.       a  b, atunci a
c 

b
c

5)

Dac[ adun[m sau sc[dem @n ambii membri ai unei

inegalit[\i acela]i num[r, ob\inem o inegalitate

echivalent[ cu cea dat[ p[str`nd semnul inegalit[\ii.

Dac[  ]i reciproc.a  b, atunci a  c  b  c

Dac[  ]i reciproc.a  b, atunci a  c  b  c

4)

Rela\ia ,, ” este tranzitiv[.Dac[ a  b ]i b  c, atunci a  c.3)

Rela\ia ,, ” este antisimetric[.Dac[ a  b ]i b  a, atunci a  b.2)

Rela\ia ,, ” este reflexiv[.a  a pentru orice a R.1)

Deoarece  este echivalent cu  propriet[\ile rela\iei ,, ” se deduc imediat din cele de mai sus.a  b b  a, 
Rela\iile ,, ” ]i ,, ” sunt rela\ii de inegalitate nestrict[. Rela\iile ,, ” ]i ,, ” sunt rela\ii de inegalitate strict[.   
Avem  dac[ ]i numai dac[ de asemenea,  dac[ ]i numai dac[  Deducem c[ rela\iilea  b a  b ]i a  b; a  b b  a.

de inegalitate strict[ au propriet[\i asem[n[toare propriet[\ilor 3), 4), 5), 6) din tabelul anterior.

 

  Rezolvarea @n mul\imea numerelor reale a inecua\iilor  

  de forma ax + b > 0 (<, , ), unde a, b  R                      

     Rela\iile de tipul , unde  sunt numere reale dateax  b  0, ax  b  0, ax  b  0, ax  b  0 a, b

se numesc inecua\ii cu necunoscuta x.

          Defini\ie

 Pentru rezolvarea unei inecua\ii este necesar s[ ]tim mul\imea D  R @n care se poate afla necunoscuta x.
 A rezolva o inecua\ie de forma celor din defini\ie @nseamn[ a determina toate valorile necunoscutei x din

D care verific[ inegalitatea dat[ de inecua\ie, (@nlocuite @n inecua\ie conduc la propozi\ii adev[rate). Aceste valori

ale necunoscutei x din D poart[ denumirea de solu\ii ale inecua\iei date.

 Not[m cu S mul\imea solu\iilor din D ale inecua\iei.

     Dou[ inecua\ii cu aceea]i mul\ime S a solu\iilor se numesc inecua\ii echivalente.

          Defini\ie
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  !      Aten\ie! Dou[ inecua\ii echivalente se ob\in una din cealalt[ prin aplicarea propriet[\ilor rela\iei de 

inegalitate @n mul\imea numerelor reale.

Rezolvarea se realizeaz[ scriind inecua\ia succesiv sub forme echivalente (inecua\ii care au aceea]i mul\ime a

solu\iilor). Din tabelul cu propriet[\i ale rela\iei  rezult[:, , , 
 Dac[ @ntr-o inecua\ie trecem un termen dintr-un membru @n cel[lalt schimb`ndu-i semnul, ob\inem o

inecua\ie echivalent[ cu cea dat[.

 Dac[ @ntr-o inecua\ie @nmul\im sau @mp[r\im ambii membri cu acela]i num[r strict pozitiv, se ob\ine o

inecua\ie echivalent[ cu cea dat[.

 Dac[ @ntr-o inecua\ie @nmul\im sau @mp[r\im ambii membri cu acela]i num[r strict negativ schimb`nd

semnul inegalit[\ii (adic[ se schimb[ ,, ” @n ,, ”, ,, ” @n ,, ”, ,, ” @n ,, ”, ,, ” @n ,, ”) , se ob\ine o inecua\ie       
echivalent[ cu cea dat[.

Algoritmul rezolv[rii unei inecua\ii de forma ax + b > 0, unde a, b  R 

Pentru rezolvarea unei inecua\ii de forma  este necesar s[ cunoa]tem mul\imea D, @n care seax  b  0(,,)

poate afla necunoscuta x.

Not[m cu S, mul\imea solu\iilor din D ale inecua\iei, adic[ mul\imea valorilor lui  care @nlocuite @nx D,
inecua\ie conduc la propozi\ii adev[rate.

Rezolvarea @n R a inecua\iei  const[ @n urm[toarele etape:ax  b  0

Pasul I

   Adun[m @n ambii membri  ]i ob\inem inegalitatea echivalent[  b ax  b.

Pasul II

    Dac[ , @mp[r\ind prin a, ob\inem a  0 x   b
a , deci S  x  R  x   b

a   b
a , .

    Dac[ , @mp[r\ind prin a, ob\inem a  0 x   b
a , deci S  x  R  x   b

a  , b
a .

    Dac[ propozi\ia  este adev[rat[ pentru orice  deci  a  0 ]i b  0, 0  x  b  0 x R, S R.

    Dac[  propozi\ia  este fals[ pentru orice  deci a  0 ]i b  0, 0  x  b  0 x R, S  .

Observa\ii 

1.  Pentru a determina mul\imea  sau mul\imea  este utilx  Z x   b
a x  Z x   b

a

s[ @ncadr[m num[rul  @ntre doi @ntregi consecutivi ]i s[ folosim reprezentarea pe ax[.b
a

2.  Inecua\iile de forma   se rezolv[ @n mod asem[n[tor.ax  b  0 , 
3.  #n cazul @n care inecua\ia se cere a fi rezolvat[ @n D, pentru determinarea solu\iei finale

vom intersecta solu\ia ob\inut[ ca @n algoritm cu mul\imea D. 

  Inecua\ii de tipul                                                                           

|in`nd cont de semnul unei frac\ii, pentru a rezolva o inecua\ie de forma  
a

bx  c
 0, unde a,b R, c R

deosebim dou[ cazuri. 

Cazul I

    Dac[  atunci inecua\ia este echivalent[ (are acelea]i solu\ii) cu inecua\ia  a c[rei rezolvarea  0, bx  c  0,

a fost studiat[ anterior.

Cazul II

    Dac[  atunci inecua\ia este echivalent[ cu  inecua\ia  inecua\ie studiat[ anterior.a  0, bx  c  0,
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Observa\ie 

1. Inegalitatea de forma  este echivalent[ cu inecua\ia 
a

bx  c
 0, unde a, b R ]i c R

a
bx  c

 0.

2. #n mod analog se rezolv[ inecua\iile de forma  
a

bx  c
 0 ]i

a
bx  c

 0, unde a, b R ]i c R.

Probleme rezolvate
1 Rezolva\i @n Z ]i R inecua\iile: a) b)  2x  2  0; x

3
 x 3  4;

Solu\ie   a)  2x  2  0 echivalent cu 2x   2 echivalent cu x 
2
2

.

Cum ob\inem   (vezi Figura 9).0 
2
2

 1, S  x  Z x 
2

2
 1, 2, 3, . . . N

#n mul\imea R solu\ia inecua\iei este: S 
2

2
, .

b)  Calcul`nd o
x

3
 x 3  4 echivalent cu x  3x  4 3 echivalent cu 2x  4 3 echivalent cu x  2 3 .

valoare aproximativ[ a lui  ar[t[m c[ .2 3 , 4  2 3  3, deci S  x Z x 2 3   4,  5,  6, . . .
#n mul\imea R solu\ia inecua\iei este S  (,2 3 ).

2 Fie inecua\ia ax  b  0.

a) Rezolva\i @n R inecua\ia pentru a   1
2

]i b  1;

b) Afla\i , ]tiind c[ iar mul\imea solu\iilor inecua\iei este R.a R b  2,

Solu\ie   a) , echivalent cu , echivalent cu . Rezult[  1
2

x  1  0  1
2

x  1 x  2 S  2,.

   b) Dac[  echivalent cu , echivalent cu a  0, atunci ax  2  0, ax  2 x  2
a , de unde S  ,

2
a R.

Prin urmare,  Dac[  a  0. a  0, atunci ax  2  0, echivalent cu ax  2, echivalent cu x  2
a .

Deci S  2
a , R.

#n consecin\[  Deci  #ntr-adev[r, inecua\ia  are ca mul\ime a solu\iilor a  (, 0). a  0. 0  x  2  0 S R.

3 Afla\i mul\imea numerelor reale cu proprietatea 
1  2x

3
 1

2
.

Solu\ie   Folosim o proprietate a modulului:  #nmul\im rela\ia cu  1
2
 1  2x

3
 1

2
. 6 ob\inem: 3  2  4x  3.

 Adun[m  #mp[r\im prin   2 ]i ob\inem: 5  4x  1.  4 avem:
5
4
 x   1

4
.

Ultima rela\ie este echivalent[ cu   1
4
 x  5

4
, deci x   1

4
,

5
4

.

4 Rezolva\i @n Z, respectiv R, inecua\iile: 

a) b) c) d)  
2  1

3 x  1
 0;

5

x  3
 0;

2  3

 5 x  1
 0;

  3

x  3
 0.

Solu\ie a) Cum inecua\ia devine .2  1  0, 3 x  1  0, de unde x  
3

3
, (1)

Deoarece  rezult[  ]i atunci solu\ia @n Z este  . #n R, \in`nd
3

3
 (0, 1), 0  

3

3
 1 S  . . .,  3,  2, 1

cont de (1), solu\ia este S  , 
3

3
.
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 b) Deoarece  inecua\ia este echivalent[ cu  adic[ (2). Deoarece 5  0, x  3  0, x  3 1  3  2,

solu\ia @n Z a inecua\iei este  #n R inecua\ia (2) are solu\ia S  . . .,  1, 0, 1. S  (, 3 ).

 c) #ntruc`t  inecua\ia este echivalent[ cu  adic[  de unde 2  3  0,  5 x  1  0,  5 x  1,

 Deoarece , solu\ia @n Z a inecua\iei este  ob\inem x 
5
5

, (3). 0 
5
5

 1 S  1, 2, 3, . . ..

#n R inecua\ia (3) are solu\ia S 
5

5
, .

 d) Avem adic[ (4).   3  0 ]i atunci x  3  0, de unde x   3 , x  3 ,

Cum  ob\inem @n Z solu\ia inecua\iei 1  3  2, S  . . .,  1, 0, 1.

Inecua\ia (4) are @n R solu\ia S  (, 3 ).

PROBLEME
7 Rezolva\i @n Z ]i R inecua\iile: a) x  7  10;

b)  c) d) x  2  1
2

; 2x  3  0;
3
2

x  1
1
4
 0;

e) f) 4, 1x  1, 5  7, 17; 2x  3  5x  2;

g) h) 5x  1, (2)  7, 1(6); x  10 .

8 Pentru fiecare dintre inecua\iile de mai jos pre-

ciza\i trei numere @ntregi, solu\ii ale inecua\iei:

a)   b) 7x  1  0; 2x  1  5;

 
c) d)  7

3
x  2  4, 5;

x
2
 3

1
4
 5, 25.

9   Rezolva\i @n R inecua\iile: a) 
x  1

3
 0;

b) c) d) 
2x  1

5
 0;

3x  7
9

 0;
x  3

5
 2;

e) f) 
2x  3

4
 x  1

2
 0; 4x  1

5
 2x  1

3
;

g) h)  
5x  3

4
 10x  1

8
;

3x  4
7

 6x  9
14

;

i) j) 
x  1

3
 7x  1

5
 2x  1

10
 5

6
;

3x  14
2009

 0;

k)   l) 
x  1

3
 7x  3

12
 1

2
;

6x  1
2

 4x  1
3

 7
6

.

10  Rezolva\i @n Z ]i apoi @n N inecua\iile:

a) b) x  2 ; 2x   7 ;

c) d) x  1  15 ; x 2  4.

11  Afla\i: 

a) cel mai mic num[r @ntreg care verific[ inecua\ia 

;
x
 3

 x  1
2

    b) cel mai mare num[r @ntreg care verific[ inecua\ia

 .2(x  3)  x  10
2

1 Fie A  3; 5; 2009;  14; 0; 25;  2025; 49.

Preciza\i care dintre elementele mul\imii A sunt

solu\ii ale inecua\iilor:

a) b) c) 7x  21; 3x  5  14; 2x  3  11
3

;

d) e) f)  3
2

x  1  7, 5;
x
3
 4  1, 1(6); 2x  2 .

2 Reprezenta\i pe axa numerelor mul\imea solu-

\iilor reale pentru fiecare dintre inecua\iile:

a)  b) c) d)x  4; 2x  18; 2x  6; 4  2x  6.

3 Rezolva\i @n N inecua\iile:

a) b) 3x  12  2x  3; 3x  6  6x  2;

c) d) 5(x  2)  4(x  7)  1; 3x  x
2
 1  x

3
.

4 Rezolva\i @n Z inecua\iile: a) 2x  4;

b) c) d) 4x  8; x  3  10; 2x  2  5
3

;

e) f) 2x  3
4
 x  1

2
; 4x  2  x  7.

5 Rezolva\i @n R inecua\iile:

a)  b) 2x  9  5x  4; 3x  5  6x  1;

c) 3(x  4)  2(x  1)  2(x  5)  1;

d) e) x  3  4; 3 x  3  3x  3 ;

f) g) ( 2  2)x  2  2;
7x  4
2

 2x  7.

   6 Afla\i mul\imea valorilor reale ale lui x cu pro-

prietatea:

a)  
2x  3

5
 (, 7);

b) c) 
1  10x

3
 13,; 4  9x

2
 7, 2.
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18  Rezolva\i @n R inecua\iile:

a) b)   
3

x  2
 0;

5
x  3

 0;

 

c) d) 
3  

x 2  
 0;

2  5

3x  2 2
 0.

19  Rezolva\i @n R inecua\iile:

a) b)  
3  5

3x 5  80
 0;

2  2

x 2  2
 0;

c) d)  
3 2  2 5

x 3  12
 0;

2  2

2 3  x 5
 0.

20 Determina\i elementele mul\imilor:

;A  x N 2 x  5

B  x  N  3  x
2

 1 ;

C  x  R  2x  1
3

 x ;

;D  x  N  3  7x
2

 1

E  x N  2x  2;

 F  x Z 2x  5 ]i x  x.

21 Fie inecua\ia 2x  3  7.

a) Rezolv`nd @n  mul\imea solu\iilor este . . .N,

b) Rezolv`nd @n R, mul\imea solu\iilor este . . .

c) Cel mai mare num[r @ntreg negativ care verific[

inecua\ia este . . .

22 Fie inecua\ia x  3.

a) Rezolv`nd @n N, mul\imea solu\iilor este . . .

b) Rezolv`nd @n Z, mul\imea solu\iilor este . . .

c) Rezolv`nd @n R, mul\imea solu\iilor este . . .

23 Fie inecua\ia x  3  1.

a) Rezolv`nd @n Z, mul\imea solu\iilor este . . .

b) Rezolv`nd @n R, mul\imea solu\iilor este . . .

c) Rezolv`nd @n N, mul\imea solu\iilor este . . .

24 a) Rezolv`nd @n R inecua\ia  mul\i-2 x  2 2 ,

mea solu\iilor este . . .

  b) Rezolv`nd @n N inecua\ia , mul\imea
3
2

x  1  2

solu\iilor este . . .

  c) Rezolv`nd @n mul\imea numerelor @ntregi nega-

tive inecua\ia  mul\imea2 3  3  3 3 ,

solu\iilor este . . .

   12 Rezolva\i @n Z inecua\iile:

a) b) 3x  1  0; 2x  7  0;

c) d) 5x  3  0;
7
3

x  9;

e)
x  5

2
 2x  7

6
 0, 1(6)  x  1

2
.

   13 Rezolva\i @n R inecua\iile:

a) b) 5x  1
4
 0;

15
7

x  1
12
 7

4
;

c) d) 2, 5x  3
1
2
 7

1
3

; 0, (6)x  1
3
 5

6
;

e)  f) 2x 3  147  0; 3x 5  80 ;

g) h) x 2  2; x 3  12.

 14 Rezolva\i @n R inecua\iile:

a) b) 
2x  5

2
 5x  7

3
;

x  1
3

 7x  8
2

 1;

c) d) 
2x  5

2
 5x

3
 1;

5x  3
2

 6x  9
4

 3;

e) 
3x  2

12
 7  2x  7

2
;

f) 
7x  12

3
 4x  4 1

5
;

g) 
x  2

2
 x  3

3
 x  4

6
;

h)  
2x  5

5
 3x  5

3
 6x  11

15
;

i) 
7x  9

6
 x  3

3
 x

2
;

j)  
4x  7

16
 x  6

4
 x  5

5
;

k) 
3x  4

2
 x  5

8
  2x  5

4
;

l)  
6x  9

5
 2x  9

4
 3x  12

10
.

 15 Rezolva\i @n R inecua\iile:

a) x 2  2  2x  2 ;

b) x 3  2 5  x 5  2 3 ;

c) ( 3  1) x  3  2x( 3  1)  3 3 .

 16 Rezolva\i @n R inecua\iile:

a) b) 2x  1  5;
2x  1

3
 1;

c) d)  
3x  1

2
 1  6; x  x  1

2
 7.

 17 Fie  x R.

a) Dac[  atunci  . . .x  2  2, 1, x 
b) Dac[  atunci  . . .x  2  , 3, x 
c) Dac[  atunci  . . .2x  3  (2,), x 
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Lec\ia 4.  Rezolvarea unor probleme cu ajutorul inecua\iilor

Etapele rezolv[rii unei probleme cu ajutorul inecua\iilor de forma  sunt:ax  b  0

    Stabilirea necunoscutei ]i notarea acesteia cu o liter[.

   Stabilirea leg[turilor dintre datele cunoscute ]i necunoscute ]i formarea inecua\iei, stabilirea domeniului

@n care se rezolv[ inecua\ia.

    Rezolvarea inecua\iei.

   Interpretarea rezultatului ]i stabilirea solu\iei.

Probleme rezolvate
1 Care este cel mai mare num[r natural de patru cifre care d[ restul 25 prin @mp[r\ire la 30?

Solu\ie  Num[rul c[utat este de forma  ]i este cel mai mare care verific[ rela\ia 30x25,x N 30x  25  10 000,

deci rezolvarea problemei se reduce la determinarea celei mai mari solu\ii @ntregi a inecua\iei de mai sus. Ob\inem 

 Cea mai mare solu\ie @ntreag[ este 332, deci num[rul c[utat este 30x  9975 adic[ x  332, 5. 30  332  25  9985.

2 La @mp[r\irea a dou[ numere naturale nenule, c`tul este mai mic dec`t @mp[r\itorul cu 5 ]i mai

mic dec`t restul de 4 ori. Ce valori poate lua de@mp[r\itul?

Solu\ie  Not[m c`tul @mp[r\irii cu x. Atunci, @mp[r\itorul este , iar restul este . Exprim`nd faptul c[ restulx  5 4x

este strict mai mic dec`t @mp[r\itorul, ob\inem inecua\ia , av`nd mul\imea de solu\ii . Cum ,4x  x  5 ,
5
3

x  N

rezult[ .x  0, 1
Dac[ x ar fi egal cu 0, atunci @mp[r\itorul ar fi 5, ]i restul ar fi 0, deci s-ar ob\ine de@mp[r\itul ,0  5  0  0

contradic\ie!

Deci ; @mp[r\itorul este 6, restul este 4, iar de@mp[r\itul este .x  1 1  6  4  10

     3  Ana a citit o carte @n 5 zile, astfel: @n fiecare zi, @ncep`nd cu a doua zi, a citit mai mult dec`t @n ziua

precedent[ cu acela]i num[r de pagini; @n primele trei zile a citit jum[tate din carte, iar @n a patra zi a citit mai mult

de 30 de pagini, dar mai pu\in de 40. C`te pagini are cartea?

Solu\ie  Not[m cu x num[rul de pagini citite @n prima zi ]i cu y diferen\a dintre num[rul de pagini citite @ntr-o zi

fa\[ de ziua precedent[. Deci, @n cele 5 zile a citit: .x, x  y, x  2y, x  3y, x  4y

Avem , de unde . #n a patra zi a citit .x  x  y  x  2y  1
2

(x  x  y  2y  x  3y  x  4y) x  4y x  3y  7y

Din , cum y este num[r natural, rezult[ c[ , deci .30  7y  40 y  5 x  20

4  Un triunghi ABC are perimetrul de 20 cm ]i .AC  2  AB

a) Determina\i intervalul @n care ia valori BC.

b) Afla\i lungimile laturilor @n cazul @n care sunt exprimate @n centimetri prin numere @ntregi.  

Solu\ie  a) Not[m , deci avem , de unde .BC  x ]i AB  y AC  2y ]i x  y  2y  20 y  20  x
3

Numerele pozitive x, y ]i  formeaz[ un triunghi dac[ ]i numai dac[ oricare dintre ele este mai mic (strict) dec`t2y

suma celorlalte dou[.

.x  3y echivalent cu x  3  20  x
3

, de unde x  20  x, adic[ 2x  20. Ob\inem x  10

, ceea ce este adev[rat pentru x, y pozitive.y  x  2y echivalent cu 0  x  y

.2y  x  y echivalent cu y  x. Avem
20  x

3
 x, de unde 20  x  3x, adic[ 4x  20. Ob\inem x  5

Avem , deci . 5  x  10 x  (5, 10)
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  b) .(5, 10) N  6, 7, 8, 9

Pentru . Pentru .x  6, y  20  6
3

 14
3

 N x  7, y  20  7
3

 13
3

 N

Pentru . Pentru .x  8, y  20  8
3

 4  N x  9, y  20  9
3

 11
3

 N

Deci, solu\ia este .BC  8 cm, AC  4 cm, AB  8 cm

PROBLEME
9  L[\imea unui dreptunghi este cu 3 cm mai mic[

dec`t  din lungime, iar perimetrul este mai mic
3
5

dec`t 90 cm. Preciza\i intervalul @n care se

g[se]te lungimea dreptunghiului.

10 Un num[r real se adun[ cu 14, apoi  din suma
2
3

ob\inut[ se adun[ cu dublul opusului num[rului

considerat. Din rezultat se scade 55 ]i se ob\ine

un rezultat care nu dep[]e]te 101.  Preciza\i

intervalul @n care se afl[ num[rul necunoscut.

Pute\i preciza valoarea maxim[ a num[rului

necunoscut?  Dar valoarea minim[?

11  O cutie con\ine bile albe ]i negre, cele albe fiind

cu 6 mai multe dec`t cele negre, iar probabi-

litatea ca la o extragere s[ se ob\in[ bil[ alb[

dep[]e]te . Afla\i num[rul maxim al bilelor din
3
5

cutie.

12  #ntr-un parc auto sunt 30 de autobuze ]i micro-

buze. Un autobuz poate transporta 50 de per-

soane, iar un microbuz 20 de persoane. Care este

num[rul minim de autobuze din parcul auto

pentru a putea transporta 1000 de persoane, ]tiind

c[ fiecare mijloc de transport face o singur[

deplasare?

13  Afla\i trei numere naturale nenule ]tiind urm[-

toarele: dac[ se @mparte al doilea num[r la

primul, se ob\ine c`tul 3 ]i restul 3, dac[ se

@mparte al treilea num[r la al doilea se ob\ine

c`tul 5 ]i restul 2 iar suma celor trei numere este

mai mic[ dec`t 55.

1 Determina\i cel mai mic num[r natural al c[rui

triplu, m[rit cu , dep[]e]te 76, 23 115, 5.

2 Care este cel mai mic num[r natural de patru

cifre al c[rui succesor este un multiplu de 17?

3 Afla\i ce valori @ntregi pot avea dimensiunile

unei gr[dini @n form[ de dreptunghi, ]tiind c[

aria acesteia este cel mult egal[ cu iar28 cm2,

lungimea este dublul l[\imii.

4 Suma v`rstelor lui Alin, Daniel ]i Cosmin este

mai mic[ dec`t 14. V`rsta lui Cosmin este

dublul v`rstei lui Alin, iar Daniel este cu 3 ani

mai mic dec`t Alin. Afla\i v`rstele celor trei

copii (exprimate prin numere naturale nenule).

5 O sum[ de bani mai mic[ dec`t 100 lei este

pl[tit[ @n bancnote de 1 leu, 5 lei ]i 10 lei,

num[rul bancnotelor de 1 leu fiind egal cu cel al

bancnotelor de 5 lei ]i reprezent`nd  din nu-
1
6

m[rul bancnotelor de 10 lei. Afla\i suma.

6 Afla\i trei numere naturale nenule, ]tiind urm[-

toarele: dac[ se @mparte al doilea num[r la

primul, se ob\ine c`tul 1 ]i restul 0, dac[ se

@mparte al treilea num[r la al doilea se ob\ine

c`tul 5 ]i restul 2, iar suma celor trei numere

este mai mic[ dec`t 55.

7 Dup[ ce a cheltuit dou[ treimi din suma pe care

o avea ]i @nc[ 8 lei, apoi a cheltuit jum[tate din

suma r[mas[, Daniel a constatat c[ i-au r[mas

mai pu\in de 10 lei. Ce se poate afirma despre

suma cu care a plecat Daniel la cump[r[turi?

8 Un turist a parcurs un traseu astfel: @n prima zi

25% din traseu, a doua zi dou[ treimi din rest,

r[m`n`ndu-i  pentru  a  treia  zi  mai  pu\in  de

12 km. Evalua\i lungimea traseului.
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TEME DE SINTEZ{
 Recomandate pentru lucru @n echipe

1  #ntr-un vas sunt 5 l de ap[ la temperatura de 12 C. P`n[ la ce temperatur[ trebuie @nc[lzi\i 3 l de ap[, astfel

@nc`t, f[c`nd un amestec cu apa din vas s[ se ob\in[ apa la temperatura de cel mult 25 C ?

2 Se amestec[ 10 g de solu\ie de sare cu concentra\ia de 20 % cu 10 g de solu\ie cu alt[ concentra\ie. Ce

concentra\ie trebuie s[ aib[ a doua solu\ie astfel @nc`t s[ se ob\in[ un amestec cu concentra\ia cuprins[ @ntre 25 % ]i

30 % ?

3 Un triunghi ABC are laturile exprimate prin numere naturale, astfel ,  ]i  cm. Afla\iAB  x  9 AC  x  1 BC  x

laturile triunghiului ABC astfel @nc`t perimetrul acestuia s[ fie mai mic de 25 cm.

 
PROBLEME RECAPITULATIVE

Recomandate pentru portofoliu personal

   1 Care este cel mai mare num[r @ntreg care m[rit cu  nu dep[]e]te 5, 5 10 ?

2 Afla\i probabilitatea ca, dac[ lu[m la @nt`mplare un num[r natural de dou[ cifre, acesta s[ apar\in[

intervalului . 85 , 850 
3 Afla\i probabilitatea ca, dac[ lu[m la @nt`mplare un num[r din mul\imea , acestaA  n  n  N, n  100

s[ fie: a) num[r ra\ional; b) num[r ira\ional; c) mai mare sau egal cu 5.

4 Dac[ , preciza\i intervalele @n care se g[sesc numerele  ]i .a  (1, 3) a  2, 2a, a  4  a

5 Fie a ]i b dou[ numere reale. }tiind c[ , preciza\i care dintre numerele urm[toarea  25, 30 ]i b  10, 17
poate reprezenta produsul dintre a ]i b.

A. 221; B. ; C. 511; D. .100 24 2

6 Fie x ]i y dou[ numere reale pozitive. }tiind c[ partea @ntreag[ a lui x are 4 cifre, iar partea @ntreag[ a lui y are

3 cifre, preciza\i care dintre numerele urm[toare poate reprezenta suma dintre x ]i y.

A. 1025; B. 2345,15; C. 12349; D. 25000.

   7 Preciza\i un interval @n care se g[se]te num[rul real x, ]tiind c[ valoarea aproximativ[ a lui x cu 2 zecimale

exacte este 2,03.

   8 Preciza\i intervalul @n care se g[se]te num[rul real x, ]tiind c[ prin rotunjire la sutimi s-a ob\inut 3,26.

   9 Afla\i valorile num[rului natural n, ]tiind c[ intervalul  con\ine 5 numere @ntregi. n , n 

   10 Demonstra\i c[ .30  30  30  (5, 6)

   11 Care este num[rul @ntreg cel mai apropiat de ?100 14

   12  Fie R  ]i R  Ar[ta\i c[ . A  x   x  1, 0  B  x   x  11. A  B

   13  Determina\i mul\imea .A  x  R
2x  1

3
 3

   14 #ncadra\i @ntre dou[ numere @ntregi consecutive fiecare dintre numerele urm[toare:

 . 23 , 100, 2  15 , 4 21 , 1  6 , ( 2  7 )2

   15 Rotunji\i la cel mai apropiat @ntreg, fiecare dintre numerele .10 ,  10 , 2 10 ]i
1

10

   16 Dup[ ce a cheltuit dou[ treimi din suma pe care o avea ]i @nc[ 8 lei, apoi a cheltuit jum[tate din suma r[mas[,

Daniel a constatat c[ i-au r[mas mai pu\in de 10 lei. Ce se poate afirma despre suma cu care a plecat Daniel la

cump[r[turi?

   Mul\imi. Numere                                                                                                                  

-  23 -





  TEST de autoevaluare   

Recomandat pentru portofoliu personal

 

10p din oficiu

SUBIECTUL I  - Pe foaia de rezolvare scrie\i numai rezultatele. (30 de puncte)

5p 1 Cel mare num[r @ntreg din intervalul  este . . . 5; 3 3 

5p 2 Suma numerelor @ntregi din intervalul  este . . .  (7; 6)

5p 3  . . . 4; 4  6; 0 

5p 4 Intersec\ia intervalelor  este intervalul . . . 3; 6 ]i 2; 8

5p 5 Solu\iile naturale ale inecua\iei  sunt . . . 2x  17

5p 6 Mul\imea solu\iilor reale ale inecua\iei  este . . . 8x  5(2x  4)  8

SUBIECTUL al II-lea - Preciza\i litera corespunz[toare r[spunsului corect. (30 de puncte)

5p      1 Mul\imea solu\iilor reale ale inecua\iei  este:2x  3  5

A.  B. C. D. 1; 4 (, 4) 0, 1, 2, 3 (1; 4)

5p      2 Reuniunea intervalelor  este intervalul:5; 3 ]i 1, 7
A.  B. C. D. 5; 7 1; 3 3; 7 5; 7

5p      3 Mul\imea  este egal[ cu:A  x R x 1  x1
A.  B. C. D. (, 1) 1, 0, (1,)

5p      4 Dac[ , atunci x apar\ine mul\imii:x R ]i
3

x  1
 0

A.  B. C. D. 1, (, 1) (1,) , 0

5p      5 Fie  Valoarea lui a este:a  (x  3)2  (x  1)2
]i x  (3; 1).

A.  4 B. 2 C. D. 2x  2 2x  4

5p      6 Solu\ia reale a inecua\iei  este:2(x  3)  4  6

A.  B. C. D. , 1 0, 2 (, 2) , 2

SUBIECTUL al III-lea - Pe foaia de rezolvare scrie\i rezolv[rile complete. (30 de puncte)

      1 Fie num[rul a  2
3  5  3

5  8  5
8  13

 8
13  21

.

5p a) Calcula\i num[rul a.

5p b) Demonstra\i c[ a  1
4

;
1
3

.

      2 Fie mul\imile A  x  R  1  2x  5
3

 3 ]i B  x  R  2x  3
5

 1 .

5p a) Determina\i mul\imile A ]i B.

5p b) Determina\i: AZ, BN, AB ]i AB.

      3 R[spunz`nd la toate cele 100 de @ntreb[ri ale unui test, un elev a ob\inut 340 de puncte. Pentru fiecare

r[spuns corect se acord[ 5 puncte, iar pentru fiecare r[spuns gre]it se scad 3 puncte. 

5p a) C`te r[spunsuri corecte a dat elevul?

5p b) Care este num[rul minim de r[spunsuri corecte pe care ar fi trebuit s[ le dea pentru a dep[]i 450 de

puncte?
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CALCUL ALGEBRIC #N R2

Lec\ia 1.  Opera\ii cu numere reale reprezentate prin litere

Deosebirea esen\ial[ @ntre aritmetic[ ]i algebr[ este aceea c[, @n timp ce aritmetica opereaz[ cu numere, @n

algebr[ oper[m cu litere care sunt simboluri ale numerelor.

Rezolvarea multor probleme cu caracter concret, rezolvarea ecua\iilor ]i a inecua\iilor, exprimarea unor formule,

reguli sau legi din domeniul matematicii, al fizicii ]i al chimiei necesit[ utilizarea literelor ca simboluri ale

numerelor reale.

   Sume algebrice. Reducerea termenilor asemenea  

Cele mai simple opera\ii ce se pot efectua cu numere reale sunt adunarea ]i sc[derea. #ns[, @n timp ce adunarea

are propriet[\i care sunt utile @n calcule, sc[derea nu are asemenea propriet[\i (nu este comutativ[, nu este

asociativ[). De aceea, @n algebr[ este preferabil s[ @nlocuim sc[derea prin adunarea dintre desc[zut ]i opusul

sc[z[torului. Astfel, o succesiune de adun[ri ]i sc[deri poate fi g`ndit[ ca o succesiune numai de adun[ri, ceea ce

permite aplicarea propriet[\ilor adun[rii.

Exemplu   7x  9y  10 x  25y  13x  y  7x  9y  (10 x)  (25y)  (13x) ( y)  7x  (10 x) 
. (13 x)  9y  (25y)  ( y)  x (7  10  13)  y (9  25  1)   16x  17y

 Prin sum[ algebric[ @n\elegem o succesiune de adun[ri ]i sc[deri.

 Fiecare termen al unei sume algebrice este de forma  unde c este un num[r real numit coeficient, iar LcL

este partea literal[, adic[ un produs de puteri (cu exponen\i @ntregi) de numere reale reprezentate prin litere.

 Dac[ un termen nu con\ine parte literal[, atunci acesta reprezint[ termenul liber.

Exemplu Suma algebric[  are patru termeni. Termenul  are coeficientul 2 ]iS  2xy 1  x 2  7xy 1  5 2xy 1

partea literal[ , termenul  are coeficientul  ]i partea literal[  etc.. Termenul 5, format doar dinxy 1  x 2 1 x 2

coeficient, este un termen liber.

 Doi termeni care au aceea]i parte literal[ se numesc termeni asemenea. 

Exemplu Termenii  ]i sunt termeni asemenea. Suma lor este .2xy 1  7xy 1 2xy 1  7xy 1  (2  7)xy 1   5xy 1

Observa\ie  

Putem scrie pe baza distributivit[\ii @nmul\irii fa\[ de adunare,

,c1L  c2L  ...  cnL  (c1  c2  ...  cn )L

adic[ suma unor termeni asemenea se ob\ine f[c`nd suma algebric[ a coeficien\ilor ]i p[str`nd

partea literal[. 

 #nlocuirea termenilor asemenea prin suma lor poart[ numele de reducerea termenilor asemenea.

 #nmul\irea ]i ridicarea la putere a numerelor reale, reprezentate prin litere   

Pentru a scrie sub o form[ mai simpl[ produsul unor numere reale reprezentate prin litere sau puterea unui

num[r real, aplic[m propriet[\ile @nmul\irii sau regulile de calcul cu puteri.
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Exemple 

1. Produsul numerelor  este .2x ]i  3x5 (2x)  ( 3x5 )  2  ( 3)  x  x5   6x6

2. Produsul numerelor  este2 a3b2 ]i 5 2 ac2

 .( 2 a3b2)  (5 2 ac2)  2  (5 2 )  a3  a  b2  c2  10a4b2c2

3. Puterea a patra a num[rului  este .(2x5y3 ) (2x5y3 )4  (2)4  (x5)4  (y3 )4  16x20y12

Re\ine!

 Pentru a @nmul\i dou[ numere reale reprezentate prin litere, @nmul\im coeficien\ii @ntre ei,

respectiv p[r\ile literale @ntre ele.

 Pentru a ridica la o putere un num[r reprezentat prin litere, at`t coeficientul c`t ]i partea

literal[ se ridic[ la acea putere.

#nmul\irea unui factor cu o sum[ algebric[

#nmul\irea unui factor cu o sum[ algebric[ se realizeaz[ cu ajutorul distributivit[\ii @nmul\irii fa\[ de adunare.

Exemple  ;    .(3)(x  y  z)   3x  3y  3z 2x2y 2(x2  y2  1)  2x4y2  2x2  2x2y2

Produsul dintre dou[ sume algebrice

Ne propunem s[ g[sim procedeul de calcul al produsului dintre suma  ]i suma . Pentru aceasta,a  b  c x  y  z

not[m  ]i aplic[m distributivitatea @nmul\irii fa\[ de adunare:x  y  z  S

 (a  b  c)(x  y  z)  (a  b  c)S  aS  bS  cS  a (x  y  z) b(x  y  z)  c(x  y  z) 
. ax  ay  az  bx  by  bz  cx  cy  cz

 

Re\ine!

Pentru a @nmul\i dou[ sume algebrice, @nmul\im fiecare termen al primei sume cu fiecare termen al

celei de a doua sume ]i apoi facem suma algebric[ a termenilor ob\inu\i.

Exemplu  .(x  y)( x  y  3)   x2  xy  3x  xy  y2  3y   x 2  3x  y 2  3y

  #mp[r\irea numerelor reale reprezentate prin litere   

A @mp[r\i dou[ numere reale x ]i y  @nseamn[ a @nmul\i num[rul x cu inversul lui y sau, echivalent, a(unde y  0)

g[si num[rul z cu proprietatea .x  yz

Exemple 

1. C`tul numerelor  este , pentru c[ . Altfel, scriem c`tul sub form[ de16x5y2 ]i 2xy 8x4y (8x4y)(2xy)  16x5y2

frac\ie ]i o simplific[m: .
16x5y2

2xy
 8x4y

2. C`tul numerelor reale   este .
xyz
a ]i

y2

a2
(unde a  0, y  0)

xyz
a  a2

y2 
a2xyz

ay2  axz
y

Probleme rezolvate
 1  Calcula\i  (x  y)(x  2y)  (x  y)(x  2y)2 : (4y2 ), unde x, y R, y  0.

Solu\ie  |in`nd seama de regulile privind ordinea opera\iilor ]i folosirea parantezelor, avem:

x2  2xy  xy  2y2  (x2  2xy  xy  2y2 )2 : (4y2 )  x2  xy  2y2  x2  xy 2y22 :

. : (4y2 )  (2xy)2
: (4y2 )  (4x2y2 ) : (4y2 )  x2

  2  O forma\ie muzical[ a sus\inut dou[ spectacole. Dup[ ce la primul spectacol s-au v`ndut toate

biletele, la al doilea spectacol s-a m[rit pre\ul biletului cu 25%, dar @ncas[rile au crescut numai cu 10%. Cu ce

procent s-a mic]orat num[rul spectatorilor?
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Solu\ie  Not[m cu a num[rul spectatorilor ]i cu b pre\ul biletului la primul spectacol. Suma @ncasat[ la primul

spectacol este ab. Suma @ncasat[ la al doilea spectacol este 110% din ab, adic[ . Pre\ul biletului la al doilea
11ab

10

spectacol este 125% din b, adic[ . 
125b
100

 5b
4

Deci num[rul spectatorilor la al doilea spectacol a fost . Num[rul spectatorilor la al
11ab

10
:

5b
4

 22a
25

 88
100

a

doilea spectacol reprezint[ 88% din num[rul celor de la primul spectacol. #n concluzie, num[rul spectatorilor a

sc[zut cu .100%  88%  12%

PROBLEME
4 Efectua\i: a) ; b) ;(x2 )  ( 2x) 1

2
xy   4

3
x2y

c) ; d) ;( 2 a2b)  
2 2

3
b (2x2 )2

e) ; f) ; 1
2

a2
3

(5x2  7x2)2

g) ;(3x2 ) : ( x), x  0

h) ;(14x2y) : (7xy), x, y  R

i) ; 3
7

a2b2 :  1
14

a , a  0

j) ;x7 : (2x4), x  R

k) . 4
3

a3 :  2
3

a2 , a  R

5 Efectua\i: a) ; b) ;2a(a  3b) 2x2(x2  3x  1)

c) ;2a(a  b)  2b(a  b)  2(a2  b2 )

d) ; e) ;(a  2)  (a  3) (a  b)  (a2  ab  b2 )

f) ;(8a2  6a) : (2a), a  R

g) ;(9x3  12x2 ) : (3x), x  0

h) ;(5x2y12xy2) : (3xy), x, y  R

i) ; 3
8

x4  6
5

x3  3
5

x2 :  3
10

x2 , x  0

j) .(2x)  (3x2)  (4x3) : (8x4), x  R

6  Efectua\i:

a) ;(2x  1)(3x  2)  4x(x  3)  2(x  1)(x  2)

b) ;(x  1)(3x  5)  3(x  2)(x  4)  2x(x  6)

c) ;(2x  1)(x  2)  (x  1)(2x  1)  x(x  1)

d) ; 3ab(a2  b2 )  ab(a2  b2 )  2ab(a2  2b2 )

e) ;(3a  2)(a2  3a  4)  (2a  3)(a2  a  1)

f) (6x3  12x2  4x) : (2x)  (12x4  8x3 ) :

.: (4x3 ), x  R

1 Aduce\i la forma cea mai simpl[:

a) ; b) ;x  x  x 2a3  a  a3  4a3

c) ;2x  x3  1
2

x2  5  2, 5x  0, 5x3  x2

d) ;1
1
3

x  2xy  2x  5, (6)x  3xy

e)
11
6

x2  5a  2xy  0, 5xy2  7xy  9x2 

.a  3
2

xy2  1, 8(3)x2

2 Efectua\i: a) ; b) ;2a  5a a2  4a2

c) ; d) ; 7xy  4xy
1
2

b  2b  0, 4b

e) ;2  2x  4x  2x

f) ;4x2y  3xy2  2x2y  3xy2

g) ; h) ; 1
3

a2  ab2  1
2

a2 ab  2
3

ab  1
4

ab

i) .
3
4

x  1
3

x  5
6

x  7
2

x  x

3 Efectua\i, reduc`nd termenii asemenea:

a) ;2a  (3a)  (5a)  b  (b)

b) ;
1
2

ab  (a2 )  a2  1
3

ab

c) ;(2a  3)  (2a  3)  (2a  1)  (3a  2)

d) ;(2x  3y)  (4x  5y  1)  ( 3x  8y  4)

e) ;x3  5x2  2x  7  (x3  4x  1)  (x2  6x  2)

f) ;(x  2y  4)  (3x  y  5)  3y

g) ; 1
8

x3  1
4

x2  3x  5  1
8

x3  3
4

x2  3x  1

h) ;(2x2  x  5)  ( x2  3x  2)  (x2  x  9)

   i) ;(2x  3 y)  ( 4x  2 3 y  1)  (3x  3 3 y  4)

j) ;(x  y  z)  (x  y  z)  (x  y  z)  (x  y  z)

k) .(a3  a2  a  1)  (a3  a2  a  1)  (2a2  2)

    Algebr[                                    

-  27 -



12  Dac[ , stabili\i valoarea de adev[r a pro-a, b  R

pozi\iilor:

   1) .(a2  b)(a2  5b)  a4  4a2b  5b2

   2) .(a 2b)(a  4b)  (a  4b)(a b)  ( 2 b)2

   3) (a  4b)(3a  b)  (a  9b)(a  4b)  2a(a  b) 
  .32b(a  b)

13 Pre\ul unui obiect a crescut cu 25%, apoi s-a

redus, revenind la pre\ul ini\ial. Cu c`t s-a redus

pre\ul?

14  Demonstra\i c[:

a) produsul a dou[ numere naturale terminate @n 25

se termin[ @n 25;

b) produsul a dou[ numere naturale terminate @n 76

se termin[ @n 76.

15  Dac[  calcula\i a  b  1, (a  b)(a  b)  2b.

16  Ionu\ @i propune colegului de banc[ Drago] urm[-

torul test:

 Alege un num[r @ntreg f[r[ ca eu s[-l ]tiu.

 Scade din num[rul ales pe 2.

 #nmul\e]te rezultatul ob\inut cu num[rul ini\ial

m[rit cu 3.

 Din noul rezultat scade produsul dintre num[rul

ales ]i succesorul lui.

Drago] r[m`ne surprins c`nd Ionu\ i-a comu-

nicat rezultatul final, ]i anume   6.

a) Cum a procedat Ionu\ pentru a determina

rezultatul final?

b) Propune\i ]i voi colegului (colegei) de banc[ un

test asem[n[tor @n care rezultatul final s[ fie  20.

17  Iat[ un truc prin care putem afla v`rsta unei per-

soane ]i luna @n care s-a n[scut:

Cerem persoanei s[ scrie num[rul de ordine al

lunii @n care s-a n[scut, s[ dubleze acest num[r,

s[ adauge 5, s[ @nmul\easc[ rezultatul cu 50, la

rezultat s[ adune v`rsta pe care o are (trebuie ca

persoana s[ aib[ mai pu\in de 100 de ani), apoi s[

scad[ 250 ]i s[ ne comunice rezultatul. Ultimele

dou[ cifre ale rezultatului indic[ v`rsta persoanei,

iar restul num[rului reprezint[ num[rul de ordine

al lunii @n care s-a n[scut. De exemplu, dac[

persoana ne comunic[ rezultatul 1126 @nseamn[

c[ are 26 de ani ]i s-a n[scut @n luna a unspre-

zecea. G[si\i explica\ia matematic[ a acestui

truc.

7 Efectua\i @nmul\irile ]i reduce\i termenii

asemenea:

a) ;2(x  y  5z)

b) ; 5(x  y)  3(x  y)  (2)  ( y)

c) ;x(x  y)  y(x  y)

d) ;2(x  y)(x  y)  5(x2  y2 )
   

e) ;(a  b)(x2  ab  b2 )  b3

f) ;a3  (a  b)(a2  ab  b2 )
 

 g) .(x  xy)  (2y)  7xy2  x(x  y)  2(x  y)x

8 Efectua\i:a) ;(2x3)  (xy)2  (x  x2  y) : x2

b) ;a1(a3  ab)  (b2 )3  (ab3 )2

c) ;( 2 a)2  ( 3 b)3
: (ab)  3 a(b3)3  b7

d) ;
1

2
xy2

5

 ( 2 x)5  y  (0, 25  y5 )2  4
3

y

e) ;
1
3

x
4

 ( 3 y)8  (xy2 )2  1
2

x2  (y4 )1

f) ;x(x  y  1)  y(x  1)

g) ;0, (3)  x23 : (3x)4

h) ;
14
3

y2  1
2

xy  3, 2x  1, (6)(y 2 )1  5xy  3, 4x

    i) ;(x  y)(x  2y)  1
2

(x  y)(x  y)  3x3y(1  y2 ) : x2

    j) ;(a  2b)(a  b)(2a  b)  5ab(3a  4b)

    
    k) .(x  y  z)(y  z)  (x  z)(y  2z)

9 Efectua\i: a) ;(x  1)(x  1)

b) ; c) ;(x  y)(x  y) (x  1)(x  2)

d) ; e) ;(x  2a)(x  3a) (x2  5a)(x2  2a)

f) ;(x2  2)(x2  7)

g) ;(1  x  x3  x4 )  (x  1)  2(x5  x7  x8 ) : x3

h) ;2(a  b)(a  b)  3(a  b)(a  b)  (a  b)(a  b)

i) .(2x3  x2  5x  3)(3x3  2x2  x  4)

10Dac[ A  x 1234 ...99100 : x12...10  x5  x7  1

]i  B  (xy  y)  x6  x5  x4  x3  x2  x  1 

, calcula\i . y 1 (B  A)2020

11 Calcula\i:

a) ;64a2b2  a(2b  3a), (a, b  0)

b) ;(ab  1)(a2b2  ab  1)  1 : ab  121a4b4

c) .48x2y4  75x2y4  192  x  y2  3 x y2
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Lec\ia 2.  Formule de calcul prescurtat

#n cele ce urmeaz[, vom stabili formule pentru calculul unor anumite expresii @nt`lnite frecvent, formule care ne

ajut[ s[ efectu[m calcule mai rapid. Aceste formule de calcul, numite formule de calcul prescurtat, sunt utile at`t @n

calculul unor expresii reprezentate prin litere, c`t ]i pentru efectuarea unor calcule numerice.

   Formul[ de calcul prescurtat pentru (a + b)  , unde a, b R  

  Calcul`nd , avem:(a b)2

.(a b)2  (a  b)(a  b)  a2  ab ab  b2  a2  2ab b2

Re\ine!

(a  b)2  a2  2ab  b2, unde a, b R.

   Formul[ de calcul prescurtat pentru (a - b)  , unde a, b R  

#nlocuind @n formula precedent[ pe b prin , ob\inem formula:  b

Re\ine!

(a  b)2  a2  2ab  b2, unde a, b R.

Exemple 

1. ;(x  3)2  x2  2  x  3 32  x2  6x 9

2. ;(2a  5)2  (2a)2  2  2a  5  52  4a2  20a 25

3. ;(a 4)2  (a)  (4)2  (a)2  2  (a)  (4)  (4)2  a2  8a 16

4. .212  (20  1)2  202  20  2  1  400  40  1  441

Invers, @n unele situa\ii este util s[ scriem expresia  sub forma , adic[ s[ restr`ngem p[tratul.a2  2ab  b2 (a b)2

  !    Aten\ie!  Cele dou[ formule stabilite anterior este util a fi re\inute ]i sub formele:

          a2  2ab  b2  (a  b)2
unde a, b R.

#n acest caz, spunem c[ restr`ngem p[tratul unei anumite expresii.

Exemple 

1. 4x2  4x  1  (2x)2  2  1  2x  12  (2x  1)2
, x R.

2. 9x2  y2  12xy  4  (3xy)2  2  (3xy)  2  22  (3xy  2)2
, x, y R.

   3. .3  2 2  2  2 2  1  ( 2 )2  2 2  1  12  ( 2  1)2  2  1

Observa\ie

Cu ajutorul formulelor de mai sus se poate stabili o formul[ de calcul prescurtat pentru ridicarea

la p[trat a sumei de trei numere reale. 

Astfel, dac[   .a, b, c R, atunci: (a b  c)2  a2  b2  c2  2ab  2ac  2bc

Formula se poate demonstra scriind  ]i apoi aplic`nd succesiv formule(a  b  c)2  (a  b)  c2

pentru  etc.(x  c)2
unde x  a  b
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Exemple 1.   .(x  y  1)2  x2  y2  1  2xy  2x  2y

2.   (x  y  2)2  x  (y)  2  x2  (y)2  22  2x  (y)  2x  2  2  ( y)  2 
. x2  y2  4  2xy  4x  4y

3.    (x  y  2)2  x  (y)  (2)2  x2  (y)2  (2)2  2x  (y)  2x  (2)  2  ( y)  ( 2) 
. x2  y2  4  2xy  4x  4y

 Formul[ de calcul prescurtat pentru (a - b)(a + b), unde a, b R  

Calcul`nd , avem . Re\inem formula: (a  b)(a  b) (a  b)(a  b)  a2  ab  ab  b2  a2  b2

Re\ine!

(a  b)(a  b)  a2  b2, unde a, b R.

Observa\ii

1. Formula stabilit[ anterior se mai nume]te formul[ pentru produsul sumei prin diferen\[.

2. Formula anterioar[ este util a fi re\inut[ ]i sub forma  a2  b2  (ab)(ab), unde a,b R.

#n acest caz o putem numi formula diferen\ei de p[trate a dou[ numere reprezentate prin litere.

Exemple

1. ;(3x 2)(3x  2)  (3x)2  22  9x2  4

2. .(x  y 5)(x y  5)  (x y)2  52  x2  2xy  y2  25

3. ;(5 3  6 2 )(5 3  6 2 )  (5 3 )2  (6 2 )2  75  72  3

4. ;99  101  (100  1)(100  1)  10000  1  9999

5. .3372  2882  (337  288)(337  288)  625  49  25  7  175

   O aplica\ie a formulelor de calcul prescurtat: ra\ionalizarea numitorilor unor frac\ii  

#n clasa a VII-a am v[zut c[ pentru a ra\ionaliza numitorul de forma  al unei frac\ii sek a , unde k Z,a  0,

amplific[ frac\ia cu  Ne propunem @n continuare s[ stabilim cu ajutorul formulelor de calcul prescurtat metodaa .

de a ra\ionaliza un numitor de forma  Cu ajutorul formulei produsului sumei prina  b , unde a  0 ]i b  0.

diferen\[, avem:  De aici deducem c[ expresia conjugatei lui estea  b  a  b  a  b. a  b

expresia a  b .

Rezultatele anterioare pot fi sistematizate @n urm[torul tabel:

a  ba  ba  b

a  ba  ba  b

aaa

E  CC (conjugata)E (expresia)

Exemple 1. Pentru frac\ia  amplific[m a]adar cu  ]i ob\inem:
2

5  3
, 5  3

2

5  3
 2( 5  3 )

( 5  3 )  ( 5  3 )
 2( 5  3 )

5  3
 5  3 .

2. Pentru frac\ia amplific[m cu  ]i ob\inem:
1

2  6
, 2  6

1

2  6


2  6

(2  6 )(2  6 )


2  6

4  6


2  6

 2
.
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3. Pentru frac\ia amplific[m cu  ]i ob\inem:
7

2 5  3 3
, 2 5  3 3

7

2 5  3 3
 7(2 5  3 3 )

(2 5  3 3 )(2 5  3 3 )
 7(2 5  3 3 )

(2 5 )2  (3 3 )2 

 7(2 5  3 3 )

20  27
 7(2 5  3 3 )

7
 3 3  2 5 .

Probleme rezolvate
   1 Demonstra\i c[ num[rul  este ira\ional.5  3

Solu\ie  Presupunem c[  ]i not[m . 5  3  Q a  5  3

Atunci . Rezult[  ]i, cum am presupus c[ , rezult[a2  5 2 15  3  2 15  8 15  a2  8
2

a  Q

c[ , ceea ce este fals, deoarece num[rul natural 15 nu este p[trat perfect. Deci .15  Q 5  3  RQ

2 a) Dac[  a, b R, a, b  0 ]i a2  b  0, atunci: a  b  a  c
2

 a  c
2

, unde c  a2  b .

   b) Folosind eventual punctul a), ar[ta\i c[ 3  2 2  1  2 .

   c) Ar[ta\i c[ num[rul este ira\ional.x  7  4 3  28  10 3

Solu\ie a) Prin ridicarea la p[trat a ambilor membri ai egalit[\ii propuse se ob\ine:

 egalitate evident adev[rat[.a  b  a  c
2

 2
a2  c2

4
 a  c

2

 b) Folosind punctul a), avem  ]i atunci a  3, b  8, c  1 3  2 2  3  1
2

 3  1
2

 1  2 .

 c) Folosind rezultatul de la punctul a), ob\inem care este evident unx  2  3  (5  3 )  3  2 3

num[r ira\ional.

Comentariu Rezultatul stabilit la punctul a) al problemei anterioare se nume]te formula radicalilor compu]i.

PROBLEME
3 Completa\i spa\iile libere, folosind formulele de

calcul prescurtat:

a) ;(x  2)(x  2)  x2  . . .

b) ;(2a  3)(2a  3)  . . .  9

c) ;
1
2

x  1
1
2

x  . . .  1
4

x2  1

d) (0, 1x  1)2  1
100

x2  1  . . .

4  Demonstra\i c[ ]i sunt numere2  5 2  3

ira\ionale.

5  Scrie\i sub form[ de p[trat al unei sume sau al unei

diferen\e: 

a) ; b) ;x2  6x  9 4a2  4a  1

c) ; d) ;x2  2x  1 3 2 2

e) ; f) ;8  2 15 x2  2 2 x 2

g) ; h) ;2x2  2x 2  1 5 2 6

i) ; j) ;  4 2 3 11  4 7

k) ; l) ;14  6 5 a2  2a  1

m) ; n) .4a2  9b2  12ab 7  2 10

1 Calcula\i: a) ; b) ;(x  1)2 (x  1)2

c) ; d) ; e) ;(2 x)2 (2x  y)2 (5x2  7y2 )

f) ; g) ; h) ;(2x  3 3 )2 ( 5  2x)2 1
2
 x

2

i) ; j) ; k) ;x3  1
3

2
x2

3
 3

2

2
x
5
 1, (6)

2

l) ; m) ; n) ;4x 
y

3

2 x
4


y

5

2 x2

2


y3

3

2

o) ; p) ;
4x
3

 9a
2

2 x
2
 0, 5  y4

2

q) ; r) ;(x 5  y 2 )2 (x 3  a 7 )2

s) ; t) .a 5  1
2

2 b 3

2
 4a

3

2

  2 Dezvolta\i: a) ;   b) ;(x  1)2 (2 x)2

c) ; d) ;   e) ;(2x 1)2 1
2

x  1
2 1

3
a  3

2

2

f) ; g) ;   h) ;a  1
2

2

(2a  b)2 3
4

x2  2x
2

i) ; j) ;   k) .(2 2  x)2 (2x  y 1)2 (x  2y 1)2
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10 Ra\ionaliza\i numitorii ]i efectua\i calculele:

a) 
8

6  2
 5

6  1
 5

2  1
 4

6  2
;

b) 
2 3

3 3  5


6 3

2 3  3


3 3

2 3  3


4 3

3  2
.

11  Determina\i num[rul n natural nenul pentru care:

1

1  2
 1

2  3
 1

3  4
 

 1

n  1  n
 4.

12 Dac[ se m[re]te latura unui p[trat cu 3 cm se

ob\ine un p[trat cu aria mai mare cu  dec`t39 cm2

aria p[tratului ini\ial. Afla\i perimetrul p[tratului

ini\ial.

13 Calcula\i rapid, folosind formule de calcul pre-

scurtat:

a) b) c) 97  103; 1996  2004; 4992;

d) e)30052; 87652  8764  8766;

f) 25999  26001  260002;

g) (2  1)(22  1)(24  1)(28  1)(216  1)  232.

14  Dac[ calcula\i:x R ]i x  1
x  5,

a) b) x2  1
x2 ; x4  1

x4 .

15  Dac[  calcula\i valorile lui x R ]i x  1
x  17

4
,

x  1
x .

16  Calcula\i media geometric[ a numerelor 

a  15  6 ]i b  15  6 .

17 Un elev decupeaz[ dintr-o bucat[ de carton @n

form[ de p[trat o bucat[ format[ din p[tratele

al[turate de latur[ a, respectiv b. Compara\i aria

suprafe\ei ha]urate cu aria suprafe\ei neha]urate.

a

a

a

b

b

b

6 Calcula\i:

a) ; b) ;(x  5)(x  5) (7  y)(7  y)

c) ; d) ;(2x  3)(2x  3) (1  x)(1  x)

e) ; f) ;(x2  3 )(x2  3 ) ( 7  2y)( 7  2y)

g) ; h) ;(x  2y)(x  2y) (5x  4y2 )(5x  4y2 )

     i) ;     j) ;
x3

2


y

4
x3

2


y

4
a 3  b

2
a 3  b

2
k) ; l) ;96  104 37  43

m) ;(7  4 3 )(7  4 3 )

n) .( 101  10)( 101  10)

7 Calcula\i:

a) ;(x  1)(x 1)  (x  1)2  (x  1)2

b) ;(x2  1)(x  1)  (x  1)2

c) ;(2x  y)2  (2x y)2  (3x y)(3x  y)

d) ;(3x  2y)2  (x 4y)2  (5x  y)(5x y)

e) (x 3  2 )2  (x 2  3 )2 
     ; ( 14  3)( 14  3)

 f) ;(2x  0, 3y)2  (3x  0, 2y)2  13 x 
y

10
x 

y

10

g) ;(x  2)2  (x  2)2  (x 2)(x  2)

h) (2x  y)2  (2x  3y)2  (x  y)(x  2y) 
   ;(x  3y)(x  3y)

i) ;5 5  x
2

5 5  x
2

 x
2
 1

2

j) ;992  1002  1012  3  99  101

k) (1  2 )(1  2 )  ( 2  3 )( 2  3 ) 
    ;  ( 98  99 )( 98  99 )

l) 9  11  19  21  29  31  . . .  99  101  102 
    ;202  ...  902  1002

m) ; n) .1052 1982  2022  198  202

8 a) Calcula\i ;(3k)2
; (3k 1)2

; (3k 2)2

b) Ce valori poate lua restul @mp[r\irii unui

num[r natural p[trat perfect la 3?

c) Ar[ta\i c[ numerele  ]i  nu30000005
de 2009 ori

9 0 . . . 0 2

sunt p[trate perfecte.

9 a) Ce valori poate lua restul @mp[r\irii unui

num[r natural p[trat perfect la 4?

b) Ar[ta\i c[ nu exist[ numere @ntregi a, b astfel

@nc`t:

 .a2  b2  (19  3 2 )(19  3 2 )
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Lec\ia 3.  Descompuneri @n factori utiliz`nd reguli de calcul @n R

 (factor comun, grupare de termeni, formule de calcul prescurtat)

 

Scrierea sub form[ de produs este util[ pentru efectuarea @mp[r\irilor, pentru simplificarea unor frac\ii, pentru

demonstrarea unor propriet[\i de divizibilitate sau pentru rezolvarea unor ecua\ii. Metodele de descompunere @n

factori se bazeaz[ pe formulele de calcul prescurtat ]i pe propriet[\ile opera\iilor cu numere reale.

 Metoda factorului comun  

Aceast[ metod[ const[ @n aplicarea distributivit[\ii @nmul\irii fa\[ de adunare (sc[dere). C`nd aplic[m formulele

ab  ac  a(b  c) ]i ab  ac  a(b  c),

spunem c[ am scos factor comun pe a. Formulele se extind pentru cazul sumelor algebrice cu mai mul\i termeni. 

Exemple 1. ;2x  2y  4z  6u  2(x  y  2z  3u)

2. ; 3. .xy  xy2  xy3  x  x(y  y2  y3  1) a(x  1)  b(x  1)  (x  1)(a  b)

  Metoda restr`ngerii unui p[trat  

Aceast[ metod[ const[ @n aplicarea formulei:

a2  2ab  b2  (a  b)2

Exemple 1. ;9a2  12ab  4b2  (3a)2  2  (3a)  (2b)  (2b)2  (3a 2b)2

2. ; 3. .x2  x  1
4
 x2  2x  1

2
 1

2

2

 x  1
2

2

(a  b)2  2(a b)  1  (a  b  1)2

  Metoda diferen\ei p[tratelor   Aceasta const[ @n aplicarea formulei:

a2  b2  (a  b)(a  b)

Exemple 1. ;a2  4  a2  22  (a  2)(a  2)

2. ; 3. .16  b4  42  (b2)2  (4  b2)(4  b2 )  (2 b)(2  b)(b2  4) 3  x2  ( 3 )2  x2  ( 3  x)( 3  x)

  Metoda grup[rii termenilor  

Sunt situa\ii @n care aplicarea metodelor prezentate anterior nu se poate face @n mod direct. #n acest caz termenii

trebuie grupa\i @n mod corespunz[tor, @n a]a fel @nc`t aplic`nd succesiv metodele de mai sus s[ poat[ ap[rea un

factor comun tuturor termenilor expresiei date. Astfel, rezolvarea se reduce la metoda factorului comun.

Comentariu #n multe situa\ii, pentru a realiza gruparea termenilor, este necesar ca anumi\i termeni ai expresiei

s[ fie scri]i ca o sum[ de doi sau mai mul\i termeni.

Exemple

1. .x2  2ax  a2  3x 3a  (x a)2  3(x  a)  (x  a)(x  a 3)

2. .ax  bx  7a  7b  x(a  b)  7(a  b)  (a  b)(x  7)

3. .x2  5x  6  x2  2x  3x  6  x(x  2)  3(x  2)  (x  2)(x  3)

4.  sau altfel,x2  4x  5  x2  5x  x  5  x(x  5)  (x  5)  (x  5)(x  1)

.x2  4x  5  x2  4x  4  9  (x  2)2  32  (x 2  3)(x  2 3)  (x 5)(x  1)
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  Metode combinate  

Metodele prezentate anterior se pot aplica succesiv @n cadrul aceluia]i exerci\iu.

Exemple

1. .a2  b2  2ab  c2  (a  b)2  c2  (a  b  c)(a b  c)

2. .x2  (a  b)x  ab  x2  ax  bx  ab  x(x  a)  b(x  a)  (x  a)(x  b)

3. .x2  2x  10  x2  2x  1  11  (x  1)2  ( 11 )2  (x  1  11 )x  1  11 

4. .x2  2x 2  1  x2  2x 2  ( 2 )2  1  (x  2 )2  12  (x  2  1)x  2  1

Probleme rezolvate
  1 Demonstra\i c[ pentru orice , num[rul  se divide cu 6.n  N n3  3n2  2n

     Solu\ie  .n3  3n2  2n  n(n2  3n  2)  n(n2  n  2n  2)  nn(n  1)  2(n  1)  n(n  1)(n  2)

Concluzia se ob\ine \in`nd seama c[, dintre trei numere consecutive, unul este divizibil cu 3 ]i cel pu\in unul este

divizibil cu 2.

     2 Afla\i c`tul @mp[r\irii lui , unde x, y sunt numere reale cu proprietatea x2  2x 3  3 y2 la x y 3

.x y 3  0

Solu\ie  , deci c`tul @mp[r\irii este .x2  2x 3  3  y2  (x  3 )2  y2  (x  3  y)(x  3  y) x 3  y

3 }tiind c[ , calcula\i .a  b  c  3 ]i a  b  c  7 a2  b2  c2  2ac  2b  1

Solu\ie   a2  b2  c2  2ac  2b 1  (a2  2ac  c2 )  (b2  2b  1)  (a c)2  b  12 
. (a  c  b  1)(a  c  b  1)  (3  1)(7  1)  16

4 Afla\i valorile num[rului natural n, pentru care  este num[r natural prim. a  n2  8n  9

Solu\ie  . a  n2  8n  9  n2  8n  16 25  (n 4)2  52  (n  4  5)(n  4  5)  (n  9)(n  1)

Pentru ca num[rul a s[ fie prim, trebuie ca unul dintre factori (]i anume cel mai mic) s[ fie egal cu 1, 

adic[ , de unde . Pentru ob\inem care este num[r prim.n  1  1 n  2 n  2, a  11,

PROBLEME
2  Descompune\i @n factori prin metoda restr`ngerii

unui p[trat:

a) ; b) ;x2  10x  25 x2  8x  16

c) ; d) ;4x2  4x  1 25x2  10x  1

e) ; f) ;4x2  20x  25 x2  x  1
4

g) ; h) ;3x2  2x 3  1 5a2  4a 5  4

i) ; j) ;5x2  2xy 10  2y2 a2  16a  64

k) ; l) ;25a2  20ab  4b2 3a2  2a 6  2b2

m) ; n) .2a4  2a2 2  1 a4  2a3 5  5a2

1 Scoate\i factor comun:

a) ; b) ;3a  3b 3x2  3

c) ; d) ;9a  6b 12a2  9

e) ; f) ; 3a2  6ab  9 4x  6y

g) ;   h) ;10a  5b  25 xy  xy2  3x

i) ;    j) ;x2y  xy2 2a2b  3ab2  5a3b

k) ;4a  8a2b  12ab3

l) ;a(x  1)  b(x  1)  c(x  1)

m) ; n) ;ab(x  1)  b2(x  1) 2(x  3)  5(x  3)

o) ; p) ;3x(1  x)  4(1  x) x3y2  2xy5  x2y

q) .(2x  5)(x  7)  (2x  5)(5x  3)
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12  Descompune\i @n factori:

a) ;a2  2ab  b2  5a  5b

b) ;x2  2x  1  a(x  1)

c) ;4a2  4a  1  2ax  x

d) ;3x2  2x 3  1 3x 3  3

e) ;(x  y)2  x2  y2

f) ;(2a  b)2  4a2  b2

g) ;x2  8x  16  b2

h) ;(3x  a3)2  18x2  2a6

i) ;(x  3)2  7x  21  (x  3)(x 1)  a(x2  9)

j) . k) ;x2  6x  9  a2 2a2  2b2

l) ;3x2  12

m) ; n) ;4x2  a2  14x  7a 3a2  16

o) ;a2  9b2  ax  3bx

p) ; q) ;x2  4x  4  b2 a2  x2  2x  1

r) ;(x  5)2  4x 20

s) ;(5x 3)2  25x2  9

t) ;49x2  14x  1  35ax  5a

u) ;(x  3)(x  7)  x2  6x  9

v) .81x2  18x  1  y2

13 Demonstra\i c[ num[rul  estea  (n  2)3  n  2

multiplu de 3, oricare ar fi n N.

14  a) Demonstra\i c[  oricare ar fi nume-
a
b
 b

a  2,

rele reale pozitive a ]i b.

    b) Dac[ demonstra\i c[ a, b, c  (0,),

a  b
c  b  c

a  c  a
b

 6.

    c) Dac[ ar[ta\i c[a, b, c  (0,),
(a2  1)(b2  1)(c2  1)  8abc.

15  Dac[  sunt lungimile laturilor unui triunghia, b, c

]i  demonstra\i c[ triunghiula4  b4  c4  2a2b2,

este dreptunghic.

16 Ar[ta\i c[ num[rul  este p[-
74n  72n  6  9

49n  3
 3

tratul unui num[r natural pentru orice n N.

17  Determina\i  x, y R dac[:

x2  10x  74  14y  y2  0.

3 Descompune\i @n factori prin metoda diferen\ei

de p[trate:

a) ; b) ; c) ;x2  52 9  x4 9x2  4y2

d) ; e) .27  x2 8x2  3

4 Descompune\i @n factori:

a) ; b) ;x2  7x  12 x2  7x  6

c) ; d) ;x2  5x  4 x2  12x  20

e) ; f) ;x2  10x  21 x2  11x  28

g) ; h) ;x2  13x  36 x2  12x  32

i) ; j) ;x2  10x  16 x2  10x  24

k) ; l) ;x2  10x  9 x2  7x  10

m) ; n) ;x2  12x  11 x2  11x  24

o) ; p) ;x2  13x  40 x2  11x  30

q) ; r) ;x2  9x  10 x2  6x  16

s) ; t) ;x2  8x  33 x2  7x  30

u) ; v) ;x2  4x  5 x2  6x  27

x) ; y) .x2  5x  36 x2  7x  18

5 Descompune\i @n produse de doi factori:

a) ;    b) ;a4  a2  1 a4  1

c) ;    d) ;a4  a2  1 x4  64

e)  ;    f) ;x4  4x2  16 a4  9a2  81

g) ;    h) .x2  3x  2  ax  a x2  4x  3  bx2  b

6 Produsul a dou[ numere este , iarx2  12x  35

unul din factori este . Afla\i cel[lalt factor.x  5

7 Descompune\i @n factori x2  6x  7.

8 Aria unui dreptunghi este , iar unax2  8x  13

dintre dimensiuni este . Afla\i peri-x  4 3
metrul dreptunghiului.

9 Ar[ta\i c[ urm[toarele numere sunt p[trate

perfecte:

a) 9n  4  3n  4, n N;

b) 36n  6n1  9, n N;

c) (k2  3k)(k2 3k 2) 1, k Z;

d) n(n1)(n2 n4) 4, n Z.

10  Determina\i numerele naturale x ]i y, ]tiind c[ 

a)  b) .x2  97  y2; x2  972  y2

 11  Suma dintre v`rsta Corinei ]i cea a Raluc[i este

16 ani, iar diferen\a dintre p[tratul v`rstei Cori-

nei ]i p[tratul v`rstei Raluc[i este 32 ani. 

C`\i ani au cele dou[ fete?
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Lec\ia 4.  Frac\ii algebrice

 #n algebr[, folosim literele ca simboluri pentru numere reale, @n diverse situa\ii:

 pentru a prezenta, sub o form[ general[, propriet[\i valabile pentru o larg[ categorie de numere reale sau

legi, reguli, formule din diverse domenii;

 pentru a efectua calcule cu numere necunoscute, a c[ror determinare revine la rezolvarea unor ecua\ii sau

inecua\ii.

 Expresii algebrice                                             

     Valoarea numeric[ a unei expresii algebrice 

  Numim expresie algebric[ o expresie matematic[ care depinde de una sau mai multe variabile ce

iau valori @n mul\imi date.

  Dac[ expresia algebric[ este o frac\ie al c[rei numitor este format din numere reale reprezenta-

te prin litere (variabile), atunci expresia algebric[ este o frac\ie algebric[.

          Defini\ie

    Nota\ii     

O expresie algebric[ se noteaz[ cu litere mari urmate de paranteze @ntre care se scriu variabilele de care

depinde aceasta. Astfel, o expresie algebric[ care depinde de o singur[ variabil[ x o putem nota cu oE(x),

expresie algebric[ care depinde de dou[ variabile a ]i b o putem nota prin  etc.E(a, b)

Exemple 

1. #n Figura 1 este desenat un p[trat de latur[  ]i un semicerc av`nd ca2x

diametru una dintre laturile p[tratului. Aria por\iunii ha]urate este . 4x2  x2

2

Expresia matematic[  este o expresie algebric[  depinz`nd de4x2  x2

2
variabila . Putem pune @n eviden\[ acest lucru, not`nd expresia cu . x  (0, ) A(x)

Rela\ia  permite calculul ariei ha]urate @n figura 1 pentru orice valoare a lui .A(x)  4x2  x2

2
x  0

 Astfel, dac[ , aria este  . Num[rul   reprezint[ valoarea numeric[ ax  3 A(3)  4  32    3
2

2
 36  9

2
A(3)

expresiei  pentru .A(x) x  3

 2. #ntr-o cutie se g[sesc a bile albe ]i b bile negre. Probabilitatea ca la o extragere s[ ob\inem o bil[ alb[ este 

.
a

a  b
Expresia matematic[  este o frac\ie algebric[, depinz`nd de variabilele .  Not[m expresia cu 

a
a  b

a, b  N

. Formula  permite calculul probabilit[\ii @n cazuri particulare.P(a, b) P(a, b)  a
a  b

 Astfel, probabilitatea ca, dintr-o cutie cu 10 bile albe ]i 7 bile negre, s[ ob\inem la o extragere o bil[ alb[ este 

, reprezent`nd valoarea numeric[ a expresiei  pentru .P(10, 7)  10
10  7

 10
17

P(a, b) a  10 ]i b  7
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     Numim valoare numeric[ a unei expresii algebrice care depinde de una sau mai multe variabile

num[rul ce se ob\ine prin @nlocuirea variabilelor cu valori numerice date.

          Defini\ie

Exemplu  Dac[ , atunci pentru a calcula valoarea numeric[ a lui  seE(x)  2x2 3x3, x R E(x) pentru x  3

@nlocuie]te x cu valoarea 3 ]i ob\inem: E(3)  2  32  3  3  3  12.

#n calculele cu numere reale reprezentate prin litere, folosim propriet[\ile opera\iilor cu numere reale, regulile de

calcul cu puteri ]i radicali. De asemenea, \inem seama de conven\iile privitoare la ordinea opera\iilor ]i folosirea

parantezelor.

 Condi\ii de existen\[ pentru o frac\ie algebric[ 

Precizarea valorilor variabilei (sau variabilelor) pentru care o frac\ie algebric[ are sens este numit[ stabilirea

condi\iilor de existen\[ pentru aceast[ frac\ie.

Frac\ia algebric[ scriindu-se sub forma unui raport, trebuie pus[ condi\ia ca expresia algebric[ de la numitor s[

nu se anuleze pentru nicio valoare atribuit[ variabilelor date. 

Exemple  

1.   Pentru frac\ia algebric[ trebuie pus[ condi\ia  adic[  A]adar, E(x)  x
x  1

, x  1  0, x  1. E(x)  x
x  1

are sens pentru orice valoare real[ a lui x diferit[ de 1.

2.   Pentru  trebuie pus[ condi\ia de existen\[  adic[  A]adar, E(x, y) 
x3  xy  y2  2

x2  9y2 , x2  9y2  0, x  3y.

 are sens pentru orice valori reale x ]i y cu E(x, y) x  3y.

  Amplificarea ]i simplificarea frac\iilor algebrice 

Proprietate  Dac[ @nmul\im sau @mp[r\im at`t num[r[torul, c`t ]i numitorul unei frac\ii algebrice cu aceea]i

expresie diferit[ de zero, valoarea frac\iei nu se modific[. 

 #n cazul @nmul\irii, opera\ia se nume]te amplificare.

 #n cazul @mp[r\irii, opera\ia se nume]te simplificare. 

Exemple  

1.  Amplific`nd frac\ia algebric[  cu ,  avem 
x

x  1
(unde x  R1) x  2 x  2  0,

 unde .
x

x  1
 x(x  2)

(x  1)(x  2)
 x2  2x

x2  x  2
x  R2, 1

2. Amplific`nd frac\ia algebric[  cu , avem
1

a 3  b 2
(unde a 3  b 2  0) a 3  b 2

 , unde .
1

a 3  b 2


a 3  b 2

(a 3  b 2 )(a 3  b 2 )


a 3  b 2

3a2  2b2 a 3  b 2  0

3.  Frac\ia algebric[  se simplific[ prin , ob\in`nd raportul .
3x  3
2x  2

 3(x  1)

2(x  1)
, unde x  1 x  1

3
2

4.  Frac\ia algebric[ , unde , se simplific[ prin 
3a2  3b2

6a2  12ab  6
 3(a2  b2 )

6(a2  2ab  b2 )
 3(a  b)(a  b)

6(a  b)2 a  b  0

, ob\in`nd frac\ia algebric[ .3(a  b) a  b
2(a  b)
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PROBLEME
8  a) Ar[ta\i c[ valoarea frac\iei algebrice 

 este num[r natural oricare ar fi 
n2  9n  14

n  2
.n  N

b) Determina\i valorile lui  pentrun  Z1
care valoarea frac\iei  este num[r

6n  6
2n2  5n  3

@ntreg.

9   Amplifica\i frac\iile urm[toare, astfel @nc`t ele s[

aib[ acela]i numitor:

a) ;
3
5x

, 2
20x2 ,

3x  1
2x3 , x  0

b) ;
2x

x  2
,
3x
x  2

,
5x  1
x2  4

, x  2

c) .
x  1

x ,
x

x  1
,

2x  1
x2  x

, x  0, x  1

10  Simplifica\i frac\iile algebrice urm[toare, astfel

@nc`t ele s[ aib[ acela]i numitor:

a) x  1
x2  x  2

,
x  2

x2  4x  4
,

x  2
x2  4

,

;x  R1,  2

b) 
4x2  4x
x2  2x

,
x2  x

x2  3x  2
,

x2  3x  2
x2  4x  4

,

.x  R0,  2,  1

11  Efectua\i:

a) 3x  (2x)  (3x)  (4x);

b) 6x  (5x)  (2x)  (3x);

c) 4y  (6y)  (4y)  (3y);

d) 10x2  (3x2 )  (2x2 )  (4x2 );

e) 4x3  (2x3 )  (7x3 )  (3x3 );

f) 6xy  (5xy)  (8xy)  (xy).

12  Desface\i parantezele ]i reduce\i termenii aseme-

nea:

a) (3x  2)  (x  3)  (2x  4)  2x  3;

b) (2x  3)  5x  (4  2x)  (x  3);

c) 6x  (2x  y)  (x  4y)  (2y  3);

d) (2x2  2x  4)  (x2  3x  7)  (4x2  x  8);

e) (3x2  2x  2)  (x2  x  1)  (2x2  x  4).

13  Dac[ a  (x  3)2  2(x  3)(x  3)  (x  3)2
,

 atunci ar[ta\i c[ num[rul a este divizibilx Z,

cu 4. 

1 Fie frac\ia algebrica . 
3x  4

x  3
, x  D, D R

a) Calcula\i valoarea frac\iei algebrice pentru 

.x  1 ]i pentru x  2

b) Afla\i mul\imea valorilor reale ale lui x

pentru care frac\ia are sens.

2 Fie frac\ia algebric[ .
2x

x2  3x
, x  D R

a) Calcula\i valoarea frac\iei algebrice pentru 

.x  1 ]i pentru x  2

b) Pute\i calcula valoarea frac\iei algebrice

pentru ?x  0 ]i pentru x  3

3 Fie frac\ia algebric[ .
2x  3

x , unde x  R

 Amplifica\i aceast[ frac\ie pe r`nd cu:

a) ;  b) ;   c) .x2, x  0 x  1, x  1 2x  3, x   1, 5

4 Fie frac\ia .
x  3
x  3

, unde x  R3
Amplifica\i aceast[ frac\ie pe r`nd cu:

a) ; b) ; c) .x, x  0 x  3, x  3 x  1, x  1

5 Simplifica\i frac\iile algebrice:

a) ; b) ;
49x3

7x
, x  0 x2  2x

2x
, x  0

c) ; d) ;
x2  4
x  2

, x  2  0
x2  2x  1

x2  1
, x   1

e) ;
x2  4x  4

x2  4
, x  2

f) ;
4x2  1

1  4x  4x2 , x   1
2

g) ;
x3  x2  x  1

x4  1
, x  1

h) ;
1  2x  x2

x3  x2 , x  R0, 1

i) .
ax  bx  a  b

x2  1
, x  R1, a, b  R

6 Ar[ta\i c[ valoarea frac\iei  este
n2  8n  15

n  5
num[r natural oricare ar fi .n  N

7 Determina\i numerele @ntregi a  Z2,  1

pentru care valoarea frac\iei  este
3a  6

a2  3a  2
num[r @ntreg.
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Lec\ia  5.  Opera\ii cu frac\ii algebrice 

  (adunare, sc[dere, @nmul\ire, @mp[r\ire, ridicare la putere)

  Adunarea ]i sc[derea frac\iilor algebrice 

Adunarea ]i sc[derea frac\iilor algebrice se efectueaz[ analog cu adunarea ]i sc[derea frac\iilor ordinare.

 Dac[ frac\iile au acela]i numitor, atunci se aplic[ formula:

E
G
 F

G
 E  F

G

 Dac[ frac\iile nu au acela]i numitor, prin amplific[ri convenabile, le aducem mai @nt`i la acela]i numitor.  

Exemple  1. . 2. .
2a

x  5
 4a

x  5
 2a  4a

x  5
 6a

x  5
x
6
 x

10
 5x

30
 3x

30
 5x  3x

30
 2x

30
 x

15

  3. . Numitorul comun este .     
2x  1
x  1

 3x  2
2x  2

 x
4
 2x  1

x  1
 3x  2

2(x  1)
 x

4
4(x  1)

Amplific[m prima frac\ie cu 4, a doua cu 2 ]i a treia cu  ]i ob\inem(x  1)

 
4(2x  1)  2(3x  2)  x(x  1)

4(x  1)
 8x  4  6x  4  x2  x

4(x  1)
 x2  3x

4(x  1)
.

 4.  Amplific[m prima frac\ie cu  ]i avem: 1

.
2

3  x
 3

x  3
  2

x  3
 3

x  3
  2  3

x  3
 1

x  3

 5.  Amplific[m fiecare frac\ie cu numitorul celeilalte, ob\inem:

.
1

x  2
 1

x  1


(x  1)  (x  2)

(x  2)(x  1)
 1

(x  2)(x  1)

 6.  . 
1

a2  4b2  1
a2  4ab  4b2  1

(a  2b)(a  2b)
 1

(a  2b)2

     
Numitorul comun este . Amplific`nd prima frac\ie cu  ]i pe cea de-a doua cu ,(a  2b)(a  2b)2 (a  2b) (a  2b)

ob\inem .
a  2b  a  2b

(a  2b)(a  2b)2  2a

(a  2b)(a  2b)2

 #nmul\irea frac\iilor algebrice 

Dou[ frac\ii algebrice,  se @nmul\esc astfel:
E
F

]i
G
H

E
F
 G

H
 E G

F H

Cu alte cuvinte, pentru a @nmul\i dou[ frac\ii algebrice, @nmul\im num[r[torii @ntre ei ]i numitorii @ntre ei. Atunci

c`nd este posibil, descompunem num[r[torii ]i numitorii @n factori ]i efectu[m eventualele simplific[ri. 

Exemple 1.  .
x3

5x  10
 30

3x2  30x3

5(x  2)  3x2
 2x

x  2
, unde x  R 2, 0

 2.  , unde .
x2  7x  6

x2  36
 x  6

1  x2 
(x  1)(x  6)

(x  6)(x  6)
 x  6
 (x  1)(x  1)

  1
x  1

x  R6, 1, 1, 6
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  #mp[r\irea frac\iilor algebrice  

Consider[m frac\iile algebrice  Avem . Spunem c[  este inversa frac\iei  ]i scriem 
E
F

]i
F
E

.
E
F
 F

E
 1

F
E

E
F

 Inversa unei frac\ii algebrice este definit[ doar pentru acele valori ale variabilelor care nu anuleaz[ nici
E
F

1

 F
E

.

num[r[torul nici numitorul frac\iei.

Exemplu  

Inversa frac\iei  este . La fel frac\ia algebric[  este
x

x  1
unde x  R1, 0 x  1

x
x

x  1
cu x R1, 0

inversa frac\iei  x  1
x .

Pentru a @mp[r\i dou[ frac\ii algebrice, se @nmul\e]te prima frac\ie cu inversa celei de-a doua frac\ie. Deci:

    
E
F

:
G
H

 E
F
 H

G

Exemple 1.  . 
x2

3
: x2

6
 x2

3
 6

x2  2, unde x  R

  2.  , unde .
3x  2x2

2x  2
:

9  4x2

x2  1
 x(3  2x)

2(x  1)


(x  1)(x  1)

(3  2x)(3  2x)
 x(x  1)

2(2x  3)
x  R  3

2
,  1, 1,

3
2

  3.  Frac\ia dintre aria discului de raz[ x ]i aria triunghiului echilateral de latur[ x este  
x2

x2 3

4



.  x2  4

x2 3
 4

3


4 3

3

  Ridicarea la putere a frac\iilor algebrice  

Pentru a ridica o frac\ie algebric[ la o putere cu exponent @ntreg, folosim formulele:

  
E
F

n

 En

Fn ; E
F

n

 F
E

n

, unde n N

Exemple  1.  .
1
2x

2

 1
4x2 , unde x  R

 2.  . 3.  .
1
2x

2

 (2x)2  4x2, unde x  R x  1
x  2

 3

 x  2
x  1

3

, unde x  R 1, 2

Probleme rezolvate
1  Afla\i valorile variabilelor pentru care au sens expresiile urm[toare ]i scrie\i-le sub forma cea 

mai simpl[: a) ;E(x)  x  3
x  1

 x  2
x  1

 6x
x2  1

: 1
x  1

b) ;E(a, b)  a  b
a  b

 a  b
a  b

 4a2b2

b2  a2  a
b
 b

a  2  1
4ab  4

c) .E(x, y) 
(x  2y)2  8xy

(x  2y)2  8xy

2


x2  2xy

x2  2xy

3

Solu\ie  a) Punem condi\iile de existen\[: , deci . x  1  0, x  1  0, x2  1  0 x R1, 1

E(x) 
(x  3)(x  1)  (x  2)(x  1)  6x

(x  1)(x  1)
:

1
x  1



             . x2  x  3x  3  x2  x  2x  2  6x
(x  1)(x  1)

:
1

x  1
 x  1

(x  1)(x  1)
 (x  1)  1
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    b) Condi\iile de existen\[ sunt: . a  b, a  b, a  0, b  0, ab  1

  E(a, b) 
(a  b)2  (a  b)2  4a2b2

(a  b)(a  b)
 a2  b2  2ab

ab
 1

4(ab  1)
 4ab  4a2b2

(a  b)(a  b)


(a  b)2

ab
 1

4(ab  1)


 . 4ab(1  ab)

(a  b)(a  b)


(a  b)2

ab
 1

4(ab  1)
 a  b

a  b

     c)  E(x, y) 
x2  4xy  4y2  8xy

x2  4xy  4y2  8xy

2


x2  2xy

x2  2xy

3


x2  4xy  4y2

x2  4xy  4y2

 2


x2  2xy

x2  2xy

3



, deci condi\iile de existen\[ pentru  sunt: .
(x  2y)2

(x  2y)2

2


x(x  2y)

x(x  2y)

3

E(x, y) x  2y, x   2y ]i x  0

.E(x, y) 
(x  2y)2

(x  2y)2

2


x  2y

x  2y

3


(x  2y)4

(x  2y)4 
(x  2y)3

(x  2y)3 
x  2y

x  2y

     2  Fie expresia .E(x)  3x  2
3x  1

: 1  3
9x2  1

a) Calcula\i .E(0)

  b) Determina\i valorile lui  pentru care  nu este definit[.x  R E(x)

c) Rezolva\i ecua\iile .E(x)  2 ]i E(x)  2

d) Afla\i valorile lui .x  Z pentru care E(x)  Z

Solu\ie  a) ;E(0)  3  0  2
3  0  1

: 1  3
9  0  1

 (2) : 4   1
2

  b) . E(x)  3x  2
3x  1

:
9x2  4
9x2  1

 3x  2
3x  1

:
(3x  2)(3x  2)

(3x  1)(3x  1)

Deci  nu este definit[ pentru .E(x) x   2
3

,  1
3

,
1
3

,
2
3

  c) . Ecua\iile   trebuie rezolvate @n mul\i-E(x)  3x  2
3x  1


(3x  1)(3x  1)

(3x  2)(3x  2)
 3x  1

3x  2
E(x)  2 ]i E(x)  2

mea . Ecua\ia  are solu\ia . R  2
3

,  1
3

,
1
3

,
2
3

E(x)  2 x  5
3

Ecua\ia  nu are solu\ii @n mul\imea .E(x)  2 R  2
3

,  1
3

,
1
3

,
2
3

  d) . E(x)  3x  2  3
3x  2

 3x  2
3x  2

 3
3x  2

 1  3
3x  2

 dac[ , adic[ . G[sim .E(x)  Z
3

3x  2
 Z 3x  2  3,  1, 1, 3 x  1
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PROBLEME
6  Efectua\i, impun`nd condi\iile de existen\[:

a) ; b) ;
1
x

3

 2
3x

2

c) ;     d) .
2xy2

3a

2
2x  3
x  4

2

:
x2  16
4x2  9

7   Efectua\i, impun`nd condi\iile de existen\[:

a) ;
x2  4

4x
 1 :

1
2
 1

x

b) .
x

x2  4
 2

x  2
 1

x  2
: x  2  10  x2

x  2

8   Efectua\i:

a) ;
x  y

x 
x  y

y  2, x, y  R

b) ;
a2  a
a  1

 a2  a
a  1

, a  R1

c) ;
x

x  1
 1

x  1
 2x

x2  1
, x  R1

d) ;
x2  4

2x
 x2

2x  4
 x2

x2  2x
, x  R0,2

e) ;
1

x  1
 1

1  x
 2

x2  1
, x  R1

f) .
1

x2  9
 1

x  3
 1

3  x
, x  R3

9  a) Ar[ta\i c[: , pentru orice 
1
x  1

x  1
 1

x(x  1)
.x  R0,  1

  b) Calcula\i suma:

 .
1

2  3  1
3  4  1

4  5  ...  1
99  100

10  Ar[ta\i c[ sumele urm[toare sunt constante:

a) ;
3

x  3
 x

3  x
, x  3

b) ;
5x  1
x  2

 3x  5
2  x

, x  2

c) .
x2  2x  3

2x  1
 x2  2x  1

1  2x
, x  1

2

11  Efectua\i @nmul\irile, impun`nd condi\iile de exis-

ten\[: a) ;
x2

3
 6

x2

b) ; c) ;
5a2

2
  6

a
10a2

12xy2 
36y2

5a

d) ; e) ;4x  5
x3 

x2

4
x2  9
x  3

 1
x  3

f) ; g) .
x2  x
x2  x

 2x2  2x
x

a2  4
a2  a

 a  1
a2  2a

1 Efectua\i:

a) ; b) ;
7x
9

 5x
9

4x  1
3a

 4x
3a

, a  0

c) ;  d) ;
7

36x2  7
6x

 5
x2 , x  0

5x
6

 3x
4

 x
2
 2x

3

e) ; f) ;
5x

x  2
 3x  5

x  2
4  5

2x
, x  0

g) ; h) ;x  y 
y2

x  y , x  y x  y  x2

y  x , x  y

i) ; j) ;
x

x  1
 1, x  1

3
x  1

 2
3x  3

, x  1

k) ;
10
6x

 x  2
6x2  5

3x2 , x  0

l) ; m) ;4  5  8x
2x

, x  0 x  1  1
x  1

, x  1

n) ;
1

x  1
 1

x  1
, x  R1,1

o) ;  
x3  x2

x  1
 x3  x2

x  1
, x  R1,  1

  p) ;
5x

x  2
 4x

x  2
 3x  5

2  x
, x  R2

r) .
6

x  3
 3x

3  x
 3x2  9

x2  9
, x  R3,3

2 a) Ar[ta\i c[:

 .
1
x  1

x  5
 5

x(x  5)
, x  R0,5

b) Calcula\i suma:

 .
5

2  7  5
7  12

 5
12  17

 5
17  22

 5
22  27

3 Efectua\i, impun`nd condi\iile de existen\[:

a) ; b) ; 16x
9
 9

x
2x2

3y4 
y5

4x

c) ; d) .
(x  4)2

(x  4)2 
x  4
x  4

x2  25
(x  5)2 

2x  10
x2  10x  25

4 Efectua\i, impun`nd condi\iile de existen\[:

a) ; b) ;
a3x
3

:
2a2

24x
12x2

4
: 2x2

c) ;
x2  1
x2  4

:
x  1
x  2

d) .
x2  3x  2

x2  4
:

x2  4x  5
x2  7x  10

5 Un triunghi echilateral ]i un p[trat au perimetre

egale. Calcula\i frac\ia dintre:

a) latura triunghiului echilateral ]i latura p[tra-

tului;

b) aria triunghiului echilateral ]i aria p[tratului.
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17  Fie E(x)  2x2  16x  32
3x2  48

:

:
2x

x  2
 2x

6  3x
 8x

x2  4
:

2x  8
x  2

.

a) Pune\i condi\iile de existen\[ pentru E(x).

b) Aduce\i  la forma cea mai simpl[.E(x)

c) Determina\i  pentru care x Z, E(x) Z.

18  Fie E(x)  3
x  1

 x
x  1

:
x2  1
x2  1

:
x2  2x  1

x2  1
.

a) Afla\i valorile lui x pentru care  esteE(x)

definit[ (are sens).

b) Ar[ta\i c[  poate fi scris[ sub forma E(x)
3  x
x  1

.

c) Afla\i  astfel @nc`t x N, E(x)  0.

d) Afla\i  astfel @nc`t    x Z, E(x) N.

19  Fie E(x) 
(x  2)2

x2  9
 x2  3x

x2  6x  9
 x  3

x2  6x  9
.

a) Determina\i valorile lui x pentru care expresia

are sens ]i ar[ta\i c[ E(x)  7
x2  9

.

b) Determina\i  astfel @nc`t a Z, E(a) Z.

20 Adrian @i propune colegului s[u de banc[ Ionu\

s[ aleag[ un num[r real diferit de 1 ]i  pe care 1

el s[ nu-l ]tie ]i apoi s[ parcurg[ urm[torii pa]i:

 Scade 1 din p[tratul num[rului ales.

 #mparte rezultatul ob\inut la pasul anterior la

num[rul ales m[rit cu 1.

 #nmul\e]te rezultatul ob\inut anterior cu inversul

num[rului mic]orat cu 1.

#n final, Adrian @i spune lui Ionu\ c[, dac[ a

rezolvat corect, trebuia s[ ob\in[ rezultatul 1.

Cum a aflat Adrian rezultatul final?

Propune\i ]i voi colegului (colegei) de banc[ un

test asem[n[tor.

21  D[nu\ vrea s[ fac[ un truc cu c[r\ile de joc ]i @l

roag[ pe prietenul lui Radu s[ efectueze urm[-

torii pa]i:

 Alege o carte de pe mas[ ]i num[rul de pe aceast[

carte va fi num[rul t[u secret.

 Calculeaz[ p[tratul sumei dintre acest num[r ]i 1.

 Calculeaz[ p[tratul diferen\ei dintre num[rul

secret ]i 1.

 Calculeaz[ diferen\a rezultatelor ob\inute ante-

rior, spune-mi rezultatul ]i @\i comunic care este

num[rul t[u secret.

Cum a aflat D[nu\ num[rul secret?

12  Efectua\i @mp[r\irile, impun`nd condi\iile de

existen\[:

a) ; b) ;
5x
6y

:
2x
12y

4x6

5y2 :
6x
8y2

c) ; d) ;
x  1
x  2

:
x  1

2x  4
x2  x

x2  16
: x  1

x  4

e) ; f) . 
x2  4x  4

y2  y
:

x2  4
1  y

x2  1
9  4x2 : 1  x2

3x  2x2

13  Efectua\i, impun`nd condi\iile de existen\[:

a) ; b) ; c) ;
1
3x

1
2x
3

3
x

x  3

2

d) ; e) .
x  1
x  1

:
x  1
x  1

1 x  1
x  2

:
x  1
x  1

1

14  Efectua\i, impun`nd condi\iile de existen\[:

 a) ;
2

x  2
 3

x  2
:

2  5x
x2  4

 b) ;
1

x2  2x
 1

x2  2x
 2

x2  4
:

2x  6
x3  4x

 c) ;
4

1  x
 4x

1  x
 8x

1  x2  1
1  x

 x
1  x

 2x
1  x2

 d) .
x  1

4
 x  3

x  1
 x  1

x  4
 2x  3

x  1
 1

15   Fie E(x)  x4  8x2  9
x3  x

.

a) Simplifica\i, pun`nd condi\iile de existen\[.

b) Ar[ta\i c[ pentru orice x E(x)  6,  (1,).

c) Determina\i  pentru care x Z, E(x) Z.

16  Alina @i propune colegei sale Raluca un test de

inteligen\[ ]i o roag[ s[ efectueze pa]ii pe care

ea @i dicteaz[:

 Alege un num[r diferit de 0 ]i 2 pe care-l

numim num[r secret.

 Calculeaz[ inversul acestui num[r. Re\inem

acest prim num[r.

 #mparte pe 2 la num[rul secret mic]orat cu 2.

Re\inem acest al doilea num[r.

 Scade 1 din num[rul secret, ridic[ rezultatul la

p[trat, apoi scade acest rezultat din 1 ]i @mparte

4 la rezultatul final. Acesta este al treilea num[r

pe care @l re\ii.

 Adun[ cele trei numere ob\inute la pa]ii

anteriori.   

 Spune-mi rezultatul ]i eu @\i spun care este

num[rul t[u secret!

Cum a aflat Alina num[rul secret?
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  TEST de autoevaluare  

Recomandat pentru portofoliu personal

10p din oficiu

SUBIECTUL I -  Pe foaia de rezolvare scrie\i numai rezultatele. (30 de puncte)

5p 1 Rezultatul calculului   este egal cu . . . (3x  8x  5x) : x

5p 2 Dac[ scoatem factor comun pe  expresia  devine . . . 3x, 3x2  6x

5p 3 Dup[ simplificare, frac\ia algebric[  devine . . . 
x2  9
3x  9

5p 4 Calcul`nd se ob\ine . . . 
3

x  1
 3x

x  1
,

5p 5 Dac[ atunci  . . . E(x)  x
x  3

 x  1
x , E(2) 

5p 6 Rezultatul calculului  este . . . (x  1)(x  1)  x2

SUBIECTUL al II-lea - Preciza\i litera corespunz[toare r[spunsului corect. (30 de puncte)

5p      1   Calcul`nd  se ob\ine:E(x)  x2  6
x . E(2)

A.  B. 1 C. D.  1  5 5

5p      2 Dac[ , atunci  este egal cu:x  1
x  2 x2  1

x2

A.  6 B. 4 C. 0 D. 2

5p      3 Dac[  atunci valoarea expresiei  este egal[ cu:b  c  5 ]i b2  c2  45, 5b  5c

A.  B. C. 45 D.  25  45  200

5p      4 Rezultatul calculului  este egal cu:(x  2x  3x)2
: (4x)

A.  x B. C. D.  x  x
2

 1

5p      5 Rezultatul calculului  este:
x2  2x  1

x2  1
 1

x  1

A.  B. C. D.  x  1 x  1
1

x  1
x  1
x  1

5p      6 Dac[  atunci  este egal[ cu:(x  2)3  9x  18  (x  a)(x  b)(x  c), a  b  c

A.  8 B. C. D. 6 8  6

SUBIECTUL al III-lea  Pe foaia de rezolvare scrie\i rezolv[rile complete. (30 de puncte)

      1 Fie expresia E(x)  (x  1)2  2(x  7)  1, unde x R.

5p a) Ar[ta\i c[ E(x)  (x  2)(x  6).

10p b) Ar[ta\i c[  pentru orice E(x)  16 x R.

      2 Fie expresia E(x)  x  6
x2  25

 x
5  x

 2
x  5

:
2x2  x  6

x2  25
.

5p a) Ar[ta\i c[  pentru orice E(x)  x  2
2x  3

, x R  5,  2,
3
2

, 5 .

10p b) Afla\i  pentru care x Z, E(x) Z.
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Lec\ia 6.  Ecua\ii de forma ax  + bx + c = 0, unde a, b, c R 

 

  O ecua\ie de forma , unde se nume]te ecua\ie de gradul doiax2  bx  c  0 a, b, c  R ]i a  0

@n necunoscuta x. 

  Numerele  se numesc coeficien\ii ecua\iei.a, b ]i c

  Valorile lui x care @nlocuite @n ecua\ie conduc la propozi\ii adev[rate se numesc r[d[cini sau

solu\ii ale ecua\iei.

          Defini\ie

Observa\ie

Rezolvarea ecua\iei  @n care  se reduce la rezolvarea ecua\iei , careax2  bx  c  0 a  0 bx  c  0

este cunoscut[.

  Rezolvarea ecua\iei de gradul doi @n cazuri particulare  

Ecua\ii de forma  (cazul )ax2  bx  0 c  0

Ecua\ia  (unde ) este echivalent[ cu , deci mul\imea solu\iilor este .ax2  bx  0 a  0 x(ax  b)  0 S  0, b
a

Exemple

 1. . Se ob\in solu\iile .5x2  10x  0 echivalent cu 5x(x  2)  0, de unde x  0 sau x  2  0 x1  0 ]i x2  2

Mul\imea solu\iilor este .S  0,  2

  2.  . .x2  2  x  0 echivalent cu x(x  2 )  0 de unde x  0 sau x  2  0 S  0, 2 

Ecua\ii de forma  (cazul )ax2  c  0 b  0

Ecua\ia   este echivalent[ cu  ax2  c  0 (a  0) ax2  c sau x2  d, unde d   c
a .

Mul\imea solu\iilor ecua\iei  este x2  d, S 









 d , d  dac[ d  0

0 dac[ d  0

 dac[ d  0

.

Exemple

 1.   Mul\imea solu\iilor este . x2  9, echivalent cu x  3, 3. S  3, 3

 2. . Mul\imea solu\iilor este .x2  5, echivalent cu x   5 , 5  S   5 , 5 

 3. , deci mul\imea solu\iilor este .x2  0 dac[ ]i numai dac[ x  0 S  0

 4. Ecua\ia  nu are solu\ie, pentru c[ , oricare ar fi , iar . Deci nu exist[  pentrux2  36 x2  0 x  R  36  0 x  R

care , deci mul\imea solu\iilor este . x2  36 S  

 5. , deci .2x2  50  0, echivalent cu x2  25 S  5, 5

 6. , deci .81x2  4  0, echivalent cu x2  4
81

S   2
9

,
2
9

 7. , deci . 7x2  2  0, echivalent cu x2   2
7

S  
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 Formul[ pentru rezolvarea ecua\iei de gradul doi  

Vom deduce o formul[ care permite determinarea solu\iilor oric[rei ecua\ii de gradul doi. Pentru aceasta vom

considera mai @nt`i urm[toarele situa\ii:

Exemple

 1. . Pentru a pune @n eviden\[ un p[trat perfect, @nmul\im ambii membri ai ecua\iei cu 8 ]i2x2  3x  1  0

ob\inem ecua\ia echivalent[ . 16x2  24x  8  0, echivalent cu 16x2  24x  9  1  0

Deci  sau . Ob\inem .(4x  3)2  1, de unde 4x  3  1 4x 3  1 S  1,
1
2

 2.  de unde x2  3x  2, 25  0, echivalent cu 4(x2  3x  2, 25)  0, 4x2  12x  9  0

sau  Ob\inem . (2x  3)2  0. S  3
2

 3. . Ecua\ia nu are solu\ie, adic[ .x2  2x  3  0. echivalent cu x2  2x  1  2, de unde (x  1)2  2 S  

Din aceste exemple deducem:

Re\ine!

O ecua\ie de gradul doi poate avea dou[ solu\ii reale ]i diferite sau dou[ solu\ii reale ]i egale, dar

poate s[ nu aib[ nicio solu\ie real[.

Deducerea formulei de rezolvare a unei ecua\ii de gradul doi

Consider[m ecua\ia de gradul doi . Pentru a pune @n eviden\[ un p[trat perfect,ax2  bx  c  0, unde a  0

@nmul\im ecua\ia cu  ]i ob\inem ecua\ia echivalent[ 4a

  .4a2x2  4abx  4ac  0 echivalent cu 4a2x2  4abx  b2  b2  4ac  0. Deci (2ax  b)2  b2  4ac

     Num[rul  se nume]te discriminantul ecua\iei ]i se noteaz[ cu litera  (se cite]te delta)b2  4ac 
din alfabetul grecesc. 

          Defini\ie

Not`nd , ob\inem ecua\ia , av`nd ca necunoscut[ pe y. Existen\a solu\iilor acestei ecua\ii (deci2ax  b  y y2  
]i a ecua\iei ini\iale) depinde de semnul discriminantului. 

 Dac[ , ob\inem , adic[ . #n concluzie, ecua\ia are @n acest caz  0 y    2ax  b    , x 
b  

2a

dou[ r[d[cini reale , .x1 
b  

2a
, x2 

b  
2a

x1  x2

 Dac[ , ob\inem , adic[ , de unde . #n acest caz   0 y  0 2ax  b  0 x  b
2a

x1  x2  b
2a

.

 Dac[ , ecua\ia nu are nicio solu\ie real[.  0

Observa\ie

#n cazul , formula  r[m`ne adev[rat[; ob\inem @n acest caz r[d[cinile   0 x1, 2 
b  

2a

. x1  x2  b
2a
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Re\ine!

Algoritmul de rezolvare a ecua\iei  cu  este urm[torul:                  ax2  bx  c  0 a  0

 Se calculeaz[ discriminantul ecua\iei, .                       b2  4ac

 Dac[ , solu\iile sunt date de formula .       0 x1, 2 
b  

2a
 dac[ , solu\iile sunt distincte (diferite);                                    0

dac[ , solu\iile sunt egale, ]i anume .              0 x1  x2  b
2a

 Dac[ , ecua\ia nu are solu\ii reale.  0

Probleme rezolvate
1 Rezolva\i @n R ecua\iile:

a) ; b) ; c) .3x2  7x  2  0 4x2  4x  1  0 x2  2x  7  0

Solu\ie  a) . . Ecua\ia are dou[ solu\ii reale diferite:a  3, b  7, c  2   b2  4ac  72  4  3  2  25  0

 . Rezult[ . .x1,2 
b  

2a
  7  5

6
x1  2 ]i x2   1

3
S   2,  1

3
     b) . . Ecua\ia are dou[ r[d[cini4x2  4x  1  0, a  4, b  4, c  1   b2  4ac  (4)2  4  4  1  0

reale egale . c) . . x1  x2   b
2a

 1
2

x2  2x  3  0, a  1, b  2, c  3   b2  4ac  (2)2  4  1  3   8  0

Rezult[ c[ ecua\ia nu are r[d[cini reale, adic[ . S  

2  Rezolva\i prin dou[ metode ecua\ia . x2  x( 7  2 )  14  0

Solu\ie  Avem , deci a  1, b  2  7 , c  14

 .  b2  4ac  ( 7  2 )2  4 14  7  2 14  2  4 14  7  2 14  2  ( 7  2 )2

Ob\inem , de unde .x1, 2 
( 7  2 )  ( 7  2 )

2
x1   7 ]i x2   2

Alt[ metod[ se bazeaz[ pe descompunerea @n factori. Avem

.x2  x( 7  2 )  14  x2  x 7  x 2  14  x(x  7 )  2 (x  7 )  (x  7 )(x  2 )

Ecua\ia se scrie , deci , de unde . (x  7 )(x  2 )  0 x  7  0 sau x  2  0 x1   7 ]i x2   2

3  Se consider[ ecua\ia cu r[d[cinile reale ax2  bx c  0, unde a,b,c R, a  0, x1 ]i x2.

a) Ar[ta\i c[ x1  x2   b
a ; x1x2  c

a .

b) Folosind rezultatul de la punctul a), demonstra\i c[ are loc descompunerea: ax2  bx  c  a(x  x1 )(x  x2 ).

c) Descompune\i @n factori expresia x2  5x  6.

Solu\ie  a) R[d[cinile  fiind reale, au forma  Atunci x1 ]i x2 x1 
b  

2a
]i x2 

b  
2a

. x1  x2 

 ]i  
b  

2a

b  

2a
  b

a x1  x2 
b  

2a

b  

2a
 b2  

4a2  4ac
4a2  c

a .

  b) Din punctul a) @n expresia  putem s[ @nlocuim  respectiv ax2  bx  c b  a(x1  x2 ), c  ax1x2.

Atunci: ax2  bx  c  ax2  ax(x1  x2 )  ax1x2  a(x2  x  x1  x  x2  x1x2 )  ax(x  x1 )  x2(x  x1 ) 
 a(x  x1 )(x  x2 ).

  c) Pentru a descompune @n factori expresia rezolv[m mai @nt`i ecua\ia ata]at[, ]i anume: x2  5x  6,

 Se ob\in r[d[cinile reale  Folosind punctul b) are loc descompunerea: x2  5x  6  0. x1  2 ]i x2  3. x2  5x  6 
 (x  2)(x  3).

Comentariu Rela\iile stabilite la punctul a) poart[ numele de Rela\iile lui 
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PROBLEME
6 Rezolva\i @n R ecua\iile:

a) ; b) ;x2  9x  14  0 x2  17x  30  0

c) ;x2  15x  150  0

d) ; e) ;5x2  14x  3  0 9x2  12x  4  0

f) ;(x  2)2  (x 3)2  10x  13

g) ; h) ;(x 2)2  2x2  4x  7
x  3
x  4

 1  x
x  2

i) .
1
x  1

x  1
 1

x  2
 0

7 Determina\i , ]tiind c[ ecua\ia a  R (a  1)x  2  0

are solu\ia .x  a

8 Rezolva\i @n R ecua\iile urm[toare:

a) ; b) ;x2  100 x2  100  0

c) ; d) ;9x2  1  0 x2  3 x  0

e) ; f) . 7x  x2  0 4x  2 3 x2

9 Rezolva\i @n R ecua\iile urm[toare:

a) ; b) ;49x2  14x  1  0 2x2  5x  2  0

c) ;2x2  3x  5  0

d) ; x2  (x  3)2  (x 4)2  4(x  1)

e) ; f) ;25x2  24x  1  0 2x2  7x  5  0

g) ; h) ;6x2  x  1  0
1

x2  1
 2

5x

i) .
1

x2  1
 1

2x2  3x  1

10 Rezolva\i @n R ecua\iile:

a) ;(2x  5)(3x  7)  0

b) ;(4  x)(x  2 )  0

c) ;x(x  2)  3(x  2)  0

d) ;x(x  5)  3(x  5)

e) ;5x2  2x 5  1  0

f) ;x2  x    2  0

g) ;x2  x(1  )    0

h) .x2 6  ( 2  3 )x 1  0

11  Afla\i valoarea lui m ]i rezolva\i ecua\ia 

, ]tiind c[ o r[d[cin[ este .x2 m2x  3  0  1

1 Copia\i ]i completa\i tabelul:

 321

 102

04 4

 2 11

2  3x2  0

2x  x2  0

 x2  4x  2  0

2, 5x2  3x  0

2x2  5x  2  0

cba
Ecua\ia 

ax2  bx  c  0

2 Se d[ mul\imea .A   2 , 1, 2,  3,  1
Preciza\i care dintre elementele mul\imii A sunt

solu\ii ale ecua\iilor : a) ;x2  1  0

b) ; c) .x2  x  6  0 x2  x  0

3 Rezolva\i @n R ecua\iile:

a) ; b) ;x2  9  0 x2  4  0

c) ; d) ;x2  0 x2   7

e) ; f) ;x2  8 4x2  16  0

g) ; h) ;5x2  10 2 x2  24 2

i) ; j) ;6x2  1930 x2  40x  0

k) ; l) ;9x2  6x  0 20x2  2 2 x  0

4 Stabli\i num[rul elementelor fiec[reia dintre

mul\imile: 

a) ;x  R 2x2  4x 2  0
b) ;x  R  2x2  3x 1  0
c) ;x  R  4x2  4x 1  0
d) .x  R x2  3x  2  0

5 Determina\i mul\imile:

a) ;x  Q 2x2  1  0
b) ;x  Z 2x2  5x 2  0
c) ;x  N 36 x2  0
d) ;x  RQ x2  x 3  0
e) x N  x2  x  0;
f) x R x2  x1  0.
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Lec\ia 7.  Probleme care se rezolv[ cu ajutorul ecua\iei de gradul doi

Prezent[m @n continuare c`teva tipuri de probleme practice a c[ror rezolvare se face cu ajutorul ecua\iei de

gradul doi. 

 1 Aria unui triunghi dreptunghic este de , iar diferen\a catetelor este de 3 cm. Calcula\i lungimile14 cm2

catetelor. 

Solu\ie  Not[m una dintre catete cu x, deci cealalt[ catet[ este . Ecua\ia problemei este:x  3

. R[d[cinile ecua\iei sunt 4 ]i . Cum x este lungimea unui segment, avem ,
x(x  3)

2
 14  x2  3x  28  0 7 x  0

deci lungimile catetelor sunt 4 cm ]i 7 cm.

    2  Punctul M @mparte segmentul  @n dou[ p[r\i , astfel @nc`t . Calcula\i raportul .AB AM ]i MB
AB
AM

 AM
MB

AM
MB

Solu\ie  Not[m  ]i , deci . AM  a, MB  b x  AB
AM

x  a
b

(Vezi Figura 2.)

Rela\ia  se scrie . 
AB
AM

 AM
MB

a  b
a  a

b
echivalent cu 1  b

a  a
b

, de unde 1  1
x  x. Deci x2  x  1 0

  Solu\iile sunt . Cum , r[spunsul problemei este .x1, 2 
1  5

2
x  0

AM
MB


1  5

2

Comentariu  Num[rul  este numit num[rul de aur. Propor\ia  este numit[ propor\ia de aur
1  5

2
a  b

a  a
b

sau propor\ia divin[. Num[rul de aur joac[ un rol important @n matematic[, dar este prezent at`t @n natur[, @n

alc[tuirea fiin\elor vii, c`t ]i @n domeniul crea\iei umane: @n pictur[, sculptur[, arhitectur[. Propor\ia de aur exis-

tent[ @ntre p[r\ile componente ale unei opere de art[ @i confer[ acesteia echilibru, armonie ]i frumuse\e.

Tem[ pentru lucru @n echipe

Folosind Internetul, realiza\i un referat @n care s[ eviden\ia\i leg[tura dintre ]irul lui Fibonacci, cu care a\i f[cut

cuno]tiin\[, ]i num[rul de aur. Acest referat va fi ad[ugat la portofoliul vostru individual.

3   Se consider[ @n spa\iu n puncte, astfel @nc`t oricare trei dintre ele sunt necoliniare. Unind punctele dou[

c`te dou[ @n toate modurile posibile, se ob\in 120 de drepte. Afla\i num[rul n.  

Solu\ie  Not[m punctele cu . Dreptele distincte ob\inute unind punctele dou[ c`te dou[ @n toateA1, A2, ..., An

modurile posibile sunt:

A1A2, A1A3, A1A4, . . . A1An1, A1An,

A2A3, A2A4, . . . A2An1, A2An,

A3A4, . . . A3An1, A3An,

. . . . . . . . .

An2An1, An2An,

An1An.

Deci num[rul dreptelor este .(n  1)  (n  2)  (n  3)  ...  2  1  1  2  ...  (n  1) 
(n  1)n

2
Putem justifica ]i altfel:

Fiecare dintre cele n puncte se une]te cu fiecare dintre celelalte  puncte;  reprezint[ dubluln  1 n(n  1)

num[rului de drepte (pentru c[ fiecare dreapt[ a fost num[rat[ de dou[ ori). Deci num[rul dreptelor este .
n(n  1)

2

Ecua\ia problemei este , av`nd solu\iile 16 ]i . Cum , r[spunsul problemei este .
n(n  1)

2
 120  15 n  N n  16
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4  Exist[ un poligon care s[ aib[ 30 de diagonale? 

Solu\ie  Not[m cu n num[rul laturilor unui poligon, . Fiecare dintre cele n v`rfuri este unit cu n  N, n  4 n  3

v`rfuri (pentru c[ dintre cele  v`rfuri diferite de v`rful considerat, dou[ sunt al[turate acestuia, deci nun  1

formeaz[ diagonale).

Produsul  reprezint[ dublul num[rului diagonalelor (pentru c[ fiecare diagonal[ a fost num[rat[ de dou[n(n  3)

ori). Rezult[ c[ num[rul diagonalelor poligonului cu n laturi este .
n(n  3)

2

Rezolv`nd ecua\ia , g[sim  care nu sunt numere naturale. Deci nu exist[ niciun
n(n  3)

2
 30 n1, 2 

3  249

2
poligon cu 30 de diagonale.

PROBLEME
9   Mul\imile A ]i B sunt disjuncte. }tiind c[  A  B

are 15 elemente iar  are 44 elemente, afla\iA  B

c`te elemente are fiecare dintre mul\imile A ]i B.

10  Numerele     au  fost  numite  de    1, 3, 6, 10,
Pitagora ,,numere triunghiulare” deoarece pot fi  

reprezentate sub forma urm[toare:

Ce loc ocup[ @n ]irul numerelor triunghiulare

(a]ezate @n ordine cresc[toare), num[rul 136 ?

11  O scar[ este alc[tuit[ din paralelipipede drep-  

tunghice de dimensiuni egale (vezi Figura 5).

   C`te trepte are o astfel de scar[, dac[ pentru  

construirea ei s-au folosit 36 de paralelipipede?

12  Produsul lungimilor catetelor unui triunghi drept-

unghic este 48 cm, iar ipotenuza este de 10 cm.

Afla\i lungimile catetelor.

13  Perimetrul unui dreptunghi este de 70 cm, iar dia-

gonala sa are o lungime de 25 cm. Afla\i aria

dreptunghiului.

1 3 6 10

Figura 4

Figura 5

1  Produsul a dou[ numere @ntregi impare conse-

cutive este 255. Afla\i numerele.

2  Suma a dou[ numere reale este 18, iar produsul

este . Afla\i numerele. 40

3  Determina\i num[rul real care este mai mic cu

240 dec`t p[tratul s[u.

4  #n[l\imea unui triunghi este mai mare dec`t

baza lui cu 10 cm, iar aria triunghiului este de

468 . Afla\i baza ]i @n[l\imea triunghiului.cm2

5  Un  triunghi  dreptunghic  are  perimetrul  de

56 cm, iar una dintre catete este cu 1 cm mai

mic[ dec`t ipotenuza. Calcula\i lungimile

laturilor.

6  #n Figura 3, . Afla\i valoarea lui x.MN  BC

7  Afla\i valoarea lui , ]tiind c[ distan\a dea  R

la originea sistemului cartezian la punctul 

 este 10.A(a, a  2)

8 Afla\i num[rul laturilor unui poligon, ]tiind c[

are 44 de diagonale.

A

B C

M N

x

x+23x+3

x+6

Figura 3
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PROBLEME RECAPITULATIVE

Recomandate pentru portofoliu personal

1 Rezolva\i ecua\iile: a) ; b) ;(x  2)(x  3)  (x  1)(x  4)  x2 (x 2 )2  (x 2 )2  3x2

c) ; d) ; e) .
1

x2  x  1
 3

x2  x  1
1

x  2
 1

x  1
x  2

 0 (x  2  3 )2  1  0

2 Dac[ lu[m la @nt`mplare un num[r @ntreg din intervalul , care este probabilitatea ca aceasta s[( 15 , 20 )

verifice ecua\ia ?x2  5x  4  0

3 Lungimea unui dreptunghi este mai mare dec`t l[\imea cu 8 cm, iar aria este de . Afla\i dimensiunile308 cm2

dreptunghiului.

 4 Afla\i valoarea lui , ]tiind c[ distan\a de la originea sistemului cartezian la punctul  este 10.a  R A(a, a  2)

 5 Demonstra\i c[ num[rul  este natural pentru orice .2 2n  2 n1  1 n  N

 6 }tiind c[  ]i , calcula\i .a2  b2  c2  60 a  b  c  12 ab  bc  ca

 7 a) Scrie\i ca produs de doi factori .(ac bd)2  (ad bc)2

b) Scrie\i ca produs de patru factori .(ac bd)2  (ad bc)2

 8 Calcula\i:

a) ; b) .
1

(a  b)(a  c)
 1

(b  a)(b  c)
 1

(c  a)(c  b)
a

(a  b)(a  c)
 b

(b  a)(b  c)
 c

(c  a)(c  b)

 9 Demonstra\i c[, dac[ , atunci .
2x  3y

3x  y


2y  3x

3y  x
x  y

   10 Consider[m expresia .E(x)  x  1
x  1

2

 x  1
x  1

2

 2  1
x2  1

a) Afla\i valorile reale ale lui x pentru care  are sens.E(x)

b) Aduce\i  la forma cea mai simpl[.E(x)

c) Rotunji\i la zecimi num[rul .E( 2  1)

d) Afla\i valorile lui  pentru care . x  Z E(x)  Z

   11  Verifica\i c[ oricare ar fi , ,  numere reale are loc egalitatea:a b c

. (ab c)2  (ab c)2  (ab c)2  (ab c)2  4(a2 b2  c2)

   12  Verifica\i egalitatea: .
4  2 3

4  2 3


4  2 3

4  2 3
 4

   13  Demonstra\i c[ dac[ x, y sunt numere reale strict pozitive ]i , atunci .x2  y2  xy  3 x  y  2

   14  Laturile unui triunghi au lungimile  , . Stabili\i natura triunghiului.a  2 3 , b  2  3 c  6  1

   15  Fie ecua\ia  unde m este un num[r real diferit de zero. mx2  (2m  1)x m  1  0

a) Rezolva\i ecua\ia pentru .m  2

b) Afla\i valoarea num[rului real m astfel @nc`t  s[ fie solu\ie a ecua\iei.x  3

c) Ar[ta\i c[ pentru orice m, num[r real diferit de zero, ecua\ia are o solu\ie num[r @ntreg.

  16 }tiind c[  ]i , calcula\iA  1002  2002  3002  ...  19002 B  99  101  199  201  299301  ...  1899  1901

. A  B

   17  Fie , a  7  4 3  7  4 3

  . b  (1 3 )(1 3 )  ( 3  5 ) 3  5   ...  ( 2007  2009 )( 2007  2009 )

Calcula\i  ]i .
a
b

(b  7)
a
2
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   18 Se d[ expresia .E(x)  (x  3)  x  3
x2  9

 1
x  3

, x  D R

a) Determina\i valorile lui   pentru care  are sens.x  R E(x)

b) Calcula\i . c) Afla\i valorile lui   pentru care .E(1)  E(5) x  Z E(x)  Z

   19 Fie expresia .E(x)  2x
x  1

 2 : 1  3x2

1  x2 , x  D R

a) Determina\i valorile lui   pentru care  nu este definit[.x  R E(x)

b) Calcula\i .E(2) ]i E
2

2

c) Ar[ta\i c[ .E(x)  2x  2
2x  1

d) Determina\i valorile lui   pentru care .x  Z E(x)  Z

   20 Fie  .E(x)  4
4  x2  2  x  2

2
:

x  2
2

 2 : (x2  4x), unde x  R2

a) Aduce\i  la forma cea mai simpl[.E(x)

b) Dac[ , calcula\i .E(x)  1
(x  2)(x  2)

E(3)  E(4)  E(5)  ...  E(20)

c) Determina\i valorile lui   pentru care .x  Z E(x)  (x2)  Z

   21 Fie expresia  .E(x)  x  1
x  3

 7  x2

x  1
 1

x  3
:

x  2
2(x  1)

, unde x  R2, 1, 3

a) Ar[ta\i c[ .E(x)  x  2

b) Calcula\i .E(4)  E(5)  E(6)  ...  E(30)

   22 Se consider[ expresia, .E(x)  a
a  1

2

 a2  1, a  R1

a) Calcula\i ;E(2)  E(2)

b) Ar[ta\i c[  pentru orice .   E(a)  1 a  R1
 

   23 Fie expresia . Calcula\i suma:  .  E(x) 
x  3
x  3

 x  3
x  3

2
x  3

 2
x  3

, x  R3, 3 E(4)  E(5)  ...  E(2000)

   24  Fie .E(x)  x
x  3

 x  3
x  1 :

x2  3x  9
3x

a) Demonstra\i c[  pentru orice .x2  3x  9  27
4

x  R

b) Afla\i valorile lui   pentru care  nu este definit[.x  R E(x)

c) Demonstra\i c[  .E(x)  3
x  3

d) Afla\i valorile lui   pentru care .x  Z E(x)  Z

e) Calcula\i .
E(4)

4
 E(5)

5
 E(6)

6
 ...  E(50)

50
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 TEST de autoevaluare

 Recomandat pentru portofoliu personal

10p din oficiu

SUBIECTUL I - Pe foaia de rezolvare scrie\i numai rezultatele. (30 de puncte)

5p 1 Solu\iile reale ale ecua\iei  . . .  . . .2x2  3x  0 sunt x1  ]i x2 

5p 2 Mul\imea solu\iilor reale ale ecua\iei  este . . . 9x2  1  0

5p 3 Mul\imea solu\iilor reale ale ecua\iei  este . . . x2  x  20  0

5p 4  Mul\imea solu\iilor reale ale ecua\iei  este . . . x2  x  1

5p 5 Suma r[d[cinilor reale ale ecua\iei  este egal[ cu . . . 2x2  8x  1  0

5p 6 Un p[trat are aria  Perimetrul p[tratului este . . . 12 cm2. cm.

SUBIECTUL al II-lea - Preciza\i litera corespunz[toare r[spunsului corect. (30 de puncte) 

5p      1 Mul\imea solu\iilor reale ale ecua\iei  este:
2

x  2
 x  2

2
A.  B. C. D. 2; 2  2 ; 2 2 2  2 2 ; 2 2 

5p 2 Mul\imea valorilor reale ale lui m pentru care ecua\ia  are solu\ii reale este:x2  2x m  0

A.  B. C. D. 1, , 1 0, 1 (, 1)

5p 3 Mul\imea valorilor @ntregi ale lui m pentru care ecua\ia  are r[d[cinile egale este:x2 mx  9  0

A.  B. C. D.  6; 6 6  6 0, 6

5p 4  Num[rul solu\iilor reale ale ecua\iei  este:x2  (m 2)xm2 m 2  0, m R,

A.  1 B. 2 C. depinde de m D. 0

5p 5 Dac[  sunt solu\iile reale ale ecua\iei  are valoarea:x1 ]i x2 x2  2mxm2  1  0, m R, atunci x1  x2

A.  0 B. 2 C. D. 2 m  2

5p 6  Un dreptunghi are lungimea cu 3 cm mai mare dec`t l[\imea ]i aria  Perimetrul dreptunghiului108 cm2.

este: A.  42 cm B. 21 cm C. 54 cm D. 27 cm

SUBIECTUL al III-lea - Pe foaia de rezolvare scrie\i rezolv[rile complete. (30 de puncte)

5p 1 Rezolva\i @n R ecua\ia pun`nd @n prealabil condi\iile de existen\[.
1

x  2
 1

x  3
 1

x  4
 0,

15p 2 Fie E(x)  ax2  bx c, unde a,b,c R.

a) Pentru  rezolva\i @n R ecua\ia a  3, b  4 ]i c  1, E(x)  0.

b) Pentru , rezolva\i @n R ecua\ia a  b  1 ]i c  1 E(x)  x2  E(x)  x  0.

c) Pentru  afla\i valoarea minim[ a lui  c`nd a  b  4 ]i c  5, E(x) x R.

3  Fie ecua\ia x2  2(m 1)xm2 m1  0, m R.

5p a) Determina\i m, ]tiind c[ ecua\ia are solu\ia m.

5p b) Determina\i m pentru care ecua\ia are dou[ solu\ii reale diferite.  
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FUNC|II3

Lec\ia 1.  Func\ii definite pe mul\imi finite, exprimate
     cu ajutorul unor diagrame, tabele, formule

#n via\a de toate zilele, folosim adesea cuv`ntul func\ie, pentru a exprima faptul c[ rezultatul unui anumit

fenomen depinde de unul sau de mai mul\i factori. De exemplu, timpul necesar parcurgerii unei distan\e date este @n

func\ie de vitez[. C`nd cump[r[m un obiect, @l alegem @n func\ie de pre\ ]i de calitate.

#n matematic[, no\iunea de func\ie are un @n\eles precis. Func\iile joac[ un rol fundamental, nu numai sub

aspect teoretic (@n matematic[ ]i @n ]tiin\ele ce folosesc aparatul matematic), ci ]i din punctul de vedere al

aplica\iilor matematicii @n practic[.

   No\iunea de func\ie  

   Fiind date dou[ mul\imi nevide A, B ]i un procedeu f prin care se asocieaz[ fiec[rui element x

din mul\imea A un singur element, notat , din mul\imea B, spunem despre tripletul f (x) (A, f, B)

c[ reprezint[ o func\ie definit[ pe A cu valori @n B. 

    Aceast[ func\ie se noteaz[ .f : A  B

    Pentru fiecare elementul  se nume]te imaginea lui x prin func\ia f.x  A, f (x)  B

   Mul\imea A reprezint[ domeniul de defini\ie, iar mul\imea B reprezint[ codomeniul sau mul-

\imea @n care func\ia ia valori.

          Defini\ie

Leonhard Euler, mare matematician elve\ian, s-a n[scut la 15 aprilie 1707 @n Basel. El

a avut o contribu\ie fundamental[ @n analiza matematic[ ]i a creat teoria func\iilor. Euler a

lucrat @n aproape toate ramurile matematicii, printre care: geometrie, trigonometrie,

algebr[ ]i teoria numerelor. El a introdus no\iunea de func\ie ]i a fost primul care a notat 

 pentru aplicarea func\iei f elementului x.f (x)

Observa\ie  Din defini\ia unei func\ii nu rezult[ neap[rat c[ orice element din codomeniu trebuie s[

fie imaginea unui element din domeniul de defini\ie.

Exemplu  Fie A o mul\ime format[ din ]apte elevi participan\i la un test la care se acord[ note @ntregi @ntre 1 ]i

10. Not[m cu B mul\imea acestor note. Procedeul prin care fiec[rui elev din mul\imea A @i asociem nota ob\inut[

din mul\imea B @l vom nota cu f.  Am definit astfel o func\ie   care @ndepline]te condi\iile din defini\ie, de]if : A  B

nu toate elementele din codomeniu sunt imagini ale unor elemente din domeniul de defini\ie. 
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Observa\ie  Dac[  este o func\ie, atunci trebuie f[cut[ distinc\ie @ntre expresia  f care estef : A  B

un procedeu de coresponden\[ @ntre elementele lui A ]i B ]i expresia   care reprezint[ unf (x), x  A,

element din mul\imea B.

Func\iile definite pe mul\imi finite pot fi exprimate @n mai multe moduri.

   Func\ii definite pe mul\imi finite exprimate cu ajutorul unui tabel 

#n Figura 1 este reprezentat[ o \int[ asupra c[reia s-au lansat patru s[ge\i

numerotate de la 1 la 4, precum ]i punctajele ob\inute la aceste lans[ri. Putem s[

not[m aceste rezultate cu ajutorul unui tabel, astfel:

Acest tabel arat[ c[, atunci c`nd a fost lansat[ s[geata num[rul 1, au fost ob\inute 80 de puncte, la lansarea

s[ge\ii num[rul 2 au fost ob\inute 70 puncte etc. Tabelul exprim[ coresponden\a dintre mul\imea s[ge\ilor 

 ]i punctajele ob\inute din mul\imea .1, 2, 3, 4 70, 80, 90, 100
Astfel, elementului 1 @i corespunde elementul 80, elementului 2 @i corespunde elementul 70, elementului 3 @i

corespunde elementul 100, iar elementului 4 @i corespunde elementul 80. Aceste coresponden\e le putem scrie:

1  80; 2  70; 3  100; 4  80.

Not[m  ]i citim func\ia t (tragere la \int[) definit[ pe mul\imea  (at : 1, 2, 3, 4  70, 80, 90, 100 1, 2, 3, 4
s[ge\ilor) cu valori @n mul\imea  (a rezultatelor).70, 80, 90, 100

Nota\ia  care se cite]te ,,t de x” exprim[ faptul c[ variabilei x @i corespunde valoarea  (imagineat (x) t (x)

variabilei x prin func\ia t). Astfel, avem , t (1)  80, t (2)  70 t (3)  100, t(4)  80.

#n exemplul considerat, variabila x apar\ine mul\imii  care se nume]te domeniul de defini\ie al1, 2, 3, 4
func\iei t. Mul\imea  reprezint[ mul\imea @n care func\ia t ia valori sau codomeniul func\iei.70, 80, 90, 100

Legea de coresponden\[ a fost, a]adar, exprimat[ cu ajutorul unui tabel de valori.

   Func\ii definite pe mul\imi finite exprimate cu ajutorul unor diagrame  

Figura 2 reprezint[ un raft dintr-un magazin, pe care sunt expuse c`teva produse ]i sunt afi]ate pre\urile

corespunz[toare.

Oric[rui produs de pe raft @i corespunde un singur pre\. Reprezent[m

coresponden\a cu ajutorul diagramei din Figura 3.

Not[m  func\ia p (pre\) definit[ pe mul\imea A (a produselor expuse pe raft) cu valori @n mul\imea B (ap : A  B

pre\urilor produselor).

   Func\ii. Organizarea datelor ]i probabilit[\i                                                                                              

    - 55 -

100

90
80

70

2

3

4

1

Figura 1

801007080

4321

Figura 2
bulion

zah[r f[in[suculei

7 3 4 4 2lei lei lei lei lei

ulei

zah[r

suc

bulion

f[in[

7

3

4

2

A
B

Figura 3



Nota\ia  exprim[ faptul c[ variabilei x din mul\imea A @i corespunde valoarea  (pre\ul produsului x) dinp (x) p (x)

mul\imea B.  De exemplu, .p (zah[r)  3

Pentru func\ia p, coresponden\a a fost exprimat[ cu ajutorul unei diagrame.

Observa\ie  Nu trebuie @n\eles c[ orice diagram[ reprezint[ o func\ie.

Astfel, diagrama din Figura 4 nu define]te o func\ie de la mul\imea M la

mul\imea N, pentru c[ elementului 4 din M @i corespund dou[ elemente, 90 ]i 100

din mul\imea N.

 

Diagrama din Figura 5 nu define]te o func\ie de la mul\imea E la mul\imea

H, pentru c[ elementului 3 din E nu-i corespunde niciun element din mul\imea H. 

    Func\ii definite pe mul\imi finite exprimate cu ajutorul unei formule   

Un test const[ din 6 @ntreb[ri: pentru fiecare @ntrebare la care se r[spunde corect se acord[ 1,5 puncte. La

punctajul ob\inut astfel, se adaug[ 1 punct din oficiu. Punctajul total depinde de num[rul x al @ntreb[rilor la care se

r[spunde corect. Pentru fiecare , not[m punctajul corespunz[tor cu . x  0, 1, 2, ..., 6 f (x)

Rela\ia  define]te o func\ie de la mul\imea  la mul\imea . f (x)  1, 5  x  1 0, 1, 2, ...,6 0;
Coresponden\a a fost exprimat[ printr-o formul[.

   Func\ii egale  

     Fie , dou[ func\ii. Spunem c[ func\iile sunt egale dac[ au acela]i domeniuf : A  B ]i g : C  D

de defini\ie, acela]i codomeniu ]i acela]i procedeu de coresponden\[.     

          Defini\ie

Re\ine!

f  g dac[ ]i numai dac[ A  C, B  D ]i f (x)  g (x) pentru orice x  A

Exemplu  Consider[m func\iile  unde  ]i f : A R, f (x)  x ]i g : B R, g (x)  x2 A   2 , 3   Z

. Avem  ]i , deci . Analog,B  x  Z  x  2 A  B  1, 0, 1 f (1)  1  1, g(1)  (1)2  1 f (1)  g(1)

avem  ]i . Deci cele dou[ func\ii sunt egale.f (0)  g(0)  0 f (1)  g(1)  1

 Mul\imea valorilor unei func\ii  

Fie func\ia , av`nd tabelul de valori. t : 1, 2, 3, 4  70, 80, 90, 100

Mul\imea  reprezint[ domeniul de defini\ie, iar mul\imea  reprezint[ mul\imea @n1, 2, 3, 4 70, 80, 90, 100
care func\ia ia valori sau codomeniul. Observ[m c[ func\ia t nu ia toate valorile din codomeniu, ci numai valorile

70, 80, 90. Spunem c[ mul\imea valorilor func\iei este .70, 80, 90
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Pentru func\ia  a c[rei diagram[ este @n Figura 6f : 1, 2, 3, 4  0, 1, 2, 3
domeniul de defini\ie este , codomeniul este , iar mul\imea1, 2, 3, 4 0, 1, 2, 3
valorilor este . 0, 3

Pentru func\ia  definit[ prin rela\ia , mul\imeag : 0, 1, 2  0, 3, 6 g(x)  3x

valorilor coincide cu codomeniul.

     Pentru func\ia , se nume]te mul\imea valorilor func\iei mul\imea notat[ , definit[f : A  B f (A)

prin rela\ia . f (A)   f (x)  x  A

          Defini\ie

Observa\ii  

1. Mul\imea valorilor func\iei este inclus[ @n codomeniu, put`nd s[ fie egal[ cu codomeniul sau

inclus[ strict @n acesta.

2. Mul\imea valorilor func\iei f este numit[ ]i imaginea func\iei f ]i se poate nota cu .Im f

3. #n cazul func\iilor definite pe mul\imi finite, mul\imea valorilor se cite]te cu u]urin\[ din

tabelul de valori sau din diagram[.

Probleme rezolvate
1 a) Scrie\i toate func\iile definite pe mul\imea  cu valori @n mul\imea  C`te func\ii a, b 1, 2, 3.

exist[ de la mul\imea  la mul\imea ?a, b 1, 2, 3
   b) Pentru fiecare func\ie determinat[ scrie\i imaginea ei.

Solu\ie  a) #n mod evident elementul  se poate alege @n 3 moduri. Pentru fiecare valoare a lui , se poatef (a) f (a)

alege  @n trei moduri. Deci exist[ 9 func\ii definite pe  cu valori @n , ]i anume func\iile descrise cuf (b) a, b 1, 2, 3
ajutorul urm[toarelor diagrame. 

b)  Im f  1; Im g  1, 2; Im h  1, 3; Im i  1, 2; Im j  2; Im k  2, 3;

Im l  2, 3; Im m  3; Im n  1, 3.
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Comentariu

Cu un ra\ionament asem[n[tor celui din problema precedent[, se poate demonstra un rezultat util: 

Dac[ mul\imea A are m elemente, iar mul\imea B are n elemente, atunci num[rul

tuturor func\iilor definite pe A cu valori @n B este .n m

     2  Dac[ lu[m la @nt`mplare o func\ie , care este probabilitatea ca aceasta s[f : a, b, c  1, 2, 3
aib[ proprietatea ?f (a) f (b) f (c)  9

Solu\ie  Num[rul cazurilor posibile este egal cu num[rul tuturor func\iilor definite pe  cu valori @n a, b, c
, adic[ .1, 2, 3 33  27

 Cum  sunt din mul\imea , produsul lor este 9 c`nd dou[ dintre aceste numere suntf (a), f (b) ]i f (c) 1, 2, 3
egale cu 3 ]i unul este egal cu 1.

Deci exist[ trei cazuri favorabile, ]i anume func\iile ale c[ror tabele de valori sunt:

133313331

cbacbacba

Probabilitatea cerut[ este .
3
27

 1
9

PROBLEME
2 Pentru fiecare dintre func\iile date prin diagramele

de mai jos, preciza\i domeniul de defini\ie, codo-

meniul, imaginea func\iei ]i apoi alc[tui\i tabelul

de valori.

3 Da\i exemplu:

a) de func\ie  cu proprietatea c[ f : 0, 1, 2, 3Z

Im f  2, 5;
b) de func\ie  cu proprietatea c[ f :0, 1, 2, 3Z

 are un singur element.Im f

1

2

3

1

2

3

a

b

c

0
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3
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f f

f f

1 2

3 4

1 Fie mul\imile .A  1, 2, 3 ]i B  2, 4, 6, 8
Care dintre diagramele de mai jos definesc

func\ii de la mul\imea A la mul\imea B?

Justifica\i r[spunsurile!

1

2
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8
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a)

d)

1
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1

2

3

2

4

6

8
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1
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8

1

2
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6

8

b)

e)
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11 Se consider[ func\iile  ]i     f : 1, aR, f (x)  x2

 Afla\i numerele reale g : 0, bR, g(x)  cx.

 astfel @nc`t a, b, c f  g.

12 Se nume]te diagonal[ a unui poligon convex un

segment care une]te dou[ v`rfuri neal[turate ale

poligonului. Fie func\ia ,d : 4, 5, 6, 7, 8 N

unde  este num[rul diagonalelor unui poligond (n)

cu n laturi. Stabili\i formula de calcul a lui  ]id (n)

realiza\i tabelul de valori al func\iei.

13 Fie func\iile  date prin tabelele de mai jos.f, g, h

Desena\i diagramele corespunz[toare ]i apoi pre-

ciza\i formula legii de coresponden\[.

  

a)

b)

c)  

14 Reprezenta\i printr-o diagram[ ]i apoi printr-un

tabel urm[toarele func\ii:

a) f :  1, 2, 4 2, 4, 8;

f (x) 





2, dac[ x  1

2x, dac[ x  2, 4 ;

b) g : 1, 0, 1, 3  2, 1, 2;

g(x) 





x  1, dac[ x  0, 1
1  x, dac[ x  1, 3 ;

c) h : 2,  1, 0, 1, 2 1, 0;

h(x) 





x  1, dac[ x  1, 0, 1
1  x , dac[ x  2, 2 .

15 Fie func\ia f : 2;1; 1; 3R, f (x)  x 1.

a) Determina\i valorile func\iei.

b) #ntocmi\i tabelul de valori ]i diagrama func\iei.

16 Fie func\ia  reprezint[f : 2;3;4R, unde f (x)

perimetrul unui triunghi echilateral de latur[ x.

a) Determina\i mul\imea valorilor func\iei.

b) #ntocmi\i tabelul de valori al func\iei. 

17  Pentru fiecare dintre func\iile de mai jos stabili\i

codomeniul B, cu num[r minim de elemente: 

a) f :  1; 0; 1; 2; 3 B, f (x)  x  1;

b) f :  2;1; 0; 1; 2 B, f (x)  x  1.

941014f (x)

3210 1 2x

3212g(x)

32 1 2x

6420 4h(x)

3210 2x

4 Fie func\ia , defi-g : 4, 6, 8, 10  1, 2, 3, 4
nit[ prin rela\ia  . Descrie\i cores-g(x)  x

2
 1

ponden\a cu ajutorul unei diagrame ]i cu ajuto-

rul unui tabel de valori.

5 a) Construi\i toate func\iile definite pe mul\imea

 cu valori  @n mul\imea . Exprima\i1, 2 3, 4
fiecare func\ie prin c`te o diagram[.

b) Dac[ lu[m la @nt`mplare o func\ie 

, care este probabilitatea de af : 1, 2  3, 4
avea ?f (1)  f (2)  7

6 Construi\i o func\ie al c[rei domeniu de defini\ie

este mul\imea obiectelor pe care le studia\i @n

clasa a VIII-a, fiec[rui obiect corespunz`ndu-i

num[rul de ore afectate s[pt[m`nal conform

orarului. Exprima\i coresponden\a cu ajutorul

unui tabel.

7  #ntr-o cutie sunt x bile albe ]i  bile negre.10  x

Pentru fiecare not[m cu ,x  1, 2, 3, ..., 9 p(x)

probabilitatea ca la o extragere a unei bile din

cutie s[ ob\inem o bil[ neagr[.

a) Descrie\i func\ia , printr-op : 1, 2, 3, ..., 9 R

formul[ matematic[.

b) Realiza\i un tabel de valori al func\iei.

c) Preciza\i valoarea lui x pentru care . p(x)  0, 6

d) Afla\i valoarea maxim[ ]i valoarea minim[ a

func\iei.

8 Un concurs const[ @n 10 @ntreb[ri. Pentru fiecare

r[spuns corect se acord[ 5 puncte, iar pentru

fiecare r[spuns gre]it se scad 3 puncte. Fie

func\ia , unde f : 0, 1, 2, 3, ..., 10 Z f (n)

reprezint[ punctajul care se realizeaz[ dac[ se

dau n r[spunsuri corecte (]i  r[spunsuri10  n

gre]ite).

a) Realiza\i tabelul de valori al func\iei.

b) Preciza\i valoarea minim[ ]i valoarea maxim[ a

func\iei.

c) Stabili\i formula de calcul a lui . f (n)

9  Dac[ lu[m la @nt`mplare o func\ie definit[ pe 

 cu valori @n , care este proba-1, 2, 3 4, 5, 6
bilitatea ca ?f (1)  f (2)  f (3)

  10 Fie func\iile f : 1,0,1R,

  f (x)  x2020 ]i g : 1, 0, 1R, g(x)  x2.

 Demonstra\i c[ f  g.
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Lec\ia 2.  Graficul unei func\ii, reprezentarea geometric[
a graficului unor func\ii numerice

     

Cosider[m mul\imea M, format[ din 4 copii: Ana, Bogdan, Carmen ]i Daniel. V`rstele copiilor (@n ani) sunt

precizate @n tabelul de mai jos:

1110137

DanielCarmenBogdanAna

Construim func\ia , care face ca fiec[rui copil din mul\imea M s[-i corespund[ v`rsta sa. Astfel, avem v : M N

 etc.v (Ana)  7, v (Bogdan)  13

Putem alc[tui perechile ordonate: . Mul\imea acestor perechi(Ana, 7), (Bogdan, 13), (Carmen, 10), (Daniel, 11)

o numim graficul func\iei v.

     Se nume]te graficul func\iei  mul\imea notat[ , definit[ prin rela\iaf : A  B G f

 .G f  (x, f (x))  x  A

          Defini\ie

Re\ine!
(x, y)  Gf dac[ ]i numai dac[ y  f (x)

Exemplu  Graficul func\iei v din exemplul anterior este format din patru perechi, ]i anume:

.Gv  (Ana, 7), (Bogdan, 13), (Carmen, 10), (Daniel, 11)
 Graficul unei func\ii  este o submul\ime a produsului cartezian .  f : A  B A  B

 Num[rul elementelor graficului este egal cu num[rul elementelor domeniului de defini\ie al func\iei. 

     Dac[  atunci func\iile  se numesc func\ii numerice.A  R ]i B R, f : A  B

          Defini\ie

Observa\ii 

1. Func\ia v din exemplul anterior nu reprezint[ o func\ie numeric[, deoarece domeniul de

defini\ie nu este o submul\ime a lui R. 

2. Func\ia , reprezint[ o func\ie numeric[.f : 0, 1, 2, 3, 4 R, f (x)  x2

 

     Reprezentarea geometric[ a graficului unei func\ii numerice  

Dac[  este o func\ie numeric[ atunci fiecare element  al graficului este o pereche de numeref : A  B (x, f (x))

reale. Prin urmare, aleg`nd un sistem de coordonate @n plan, putem face ca fiec[rei perechi  s[-i corespund[(x, f (x))

punctul de abscis[ x ]i ordonat[ . f (x)

Re\ine!

Mul\imea tuturor punctelor din plan de coordonate , cu , se nume]te reprezentarea(x, f (x)) x  A

geometric[ a graficului func\iei numerice f.
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Exemplu   Pentru func\ia , definit[ prin , avem tabelul de valorif : 2,  1, 0, 1, 2 R f (x)  x

 

21012f (x)

210 1 2x

Graficul este .G f  (2, 2), (1, 1), (0, 0), (1, 1), (2, 2)
Reprezentarea geometric[ a graficului este alc[tuit[ din 5 puncte, ]i anume: 

 ]i  (Vezi Figura 8.) A(2, 2), B(1, 1), O(0, 0), C (1, 1) D(2, 2).

C`teva preciz[ri legate de limbaj

 A reprezenta grafic o func\ie  (unde ) @nseamn[ a desena @ntr-un sistem de axef : A  B A R ]i B R

ortogonale reprezentarea geometric[ a graficului.

 No\iunea de grafic este diferit[ de aceea de reprezentare geometric[ a graficului. Graficul este o mul\ime de

perechi din , @n timp ce reprezentarea geometric[ a graficului este o mul\ime de puncte din plan.A  B

 Pentru simplitate, uneori spunem grafic @n loc de reprezentarea geometric[ a graficului. Astfel, @n loc s[

spunem c[ punctul  apar\ine reprezent[rii geometrice a graficului, spunem, mai simplu, c[ punctul apar\ineA(1, 1)

graficului.

Probleme rezolvate

1 Reprezenta\i grafic func\ia  definit[ prin .f : 1, 2, 3 Z f (x)  x2  4

Solu\ie   ;  ;  .f (1)   (1)2  4  3 f (2)  22  4  0 f (3)  32  4  5

Tabelul de valori este:

Graficul func\iei este . Gf  (1, 3); (2, 0); (3,5)
Reprezentarea geometric[ a graficului este mul\imea punctelor

. (Vezi Figura 9.)A(1, 3), B (2, 0), C (3,  5)

    2 Graficul unei func\ii f este . Alc[tui\i tabelul de valori, preciza\i domeniul(2, 2), (3, 7), (10, 2)
de defini\ie ]i mul\imea valorilor func\iei.

Solu\ie   Avem , deci tabelul de valori estef (2)  2, f (3)  7 ]i f (10)  2

Domeniul de defini\ie este , iar mul\imea valorilor este .2, 3, 10 2, 7
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PROBLEME
8   Stabili\i care dintre desenele urm[toare pot fi re-

prezent[ri grafice de func\ii. 

   Justifica\i r[spunsul! 

9 #n Figura 10 este reprezentat graficul func\iei 

, unde  reprezint[f : 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 N f (x)

num[rul elevilor unei clase care au ob\inut nota x

la o anumit[ lucrare. 

Preciza\i:

a) num[rul elevilor din clas[;

b) num[rul elevilor care au ob\inut note mai

mari sau egale cu 8;

c) nota cu cea mai mare frecven\[;

d) nota cu cea mai mic[ frecven\[;

e) media clasei la lucrarea considerat[.



  x

y

A D

C
B

a)

O

A

B
C

x

y

  





c)

x

y

A

B

C






O

b)

Figura

O

y

x4 5 6 7 8 9 10

10

1  Fie func\ia , definit[ f : 2,  1, 0, 1, 2 Q

. Stabili\i care dintre punctele:f (x)  2
x  3

     A(2; 2); B(2; 0, 5); C(0; 0, (6)); D(1; 0, 4);

      apar\in graficului func\iei f.E 3;
1
3

2 Fie func\ia .f : 2,1, 0, 1, 2 R, f (x)  2x

Alc[tui\i tabelul de valori al func\iei, determi-

na\i graficul func\iei ]i reprezenta\i grafic

func\ia.

3 Fie func\ia  al c[rei grafic este f : A  B

. G[si\iGf  (1, 1); (1, 1); ( 2 , 2);( 2 , 2)
domeniul de defini\ie ]i mul\imea valorilor.

4 Reprezenta\i grafic urm[toarele func\ii:

a) ;f : 2,  1, 0, 1 R, f (x)  x2  4

b) ;g : 3,  2,  1, 0 R, g (x)  x4

c) ;h : 4, 2, 0, 2, 4 R, h (x)  x1

d) i : 3;  2, 7;  3 ;  2 ; 2, 3  R,

.i(x)  x

5 Se consider[ func\ia .f : Z  Z, f (x)  2x1

Stabili\i care dintre punctele urm[toare apar\in

graficului func\iei date:

A(1, 3); B(2, 3); C (2,  3); D (2, 5);

.E(0, 1); F
1
2

, 2

6 Se d[ func\ia .f : R  R, f (x)  3x 5

Determina\i:

a)  ]tiind c[  apar\ine graficuluia  R A(3, a)

func\iei;

b)  ]tiind c[  apar\ine graficuluib  R B(b, 2)

func\iei;

c)  ]tiind c[  apar\ine graficuluic  R C (c, c)

func\iei;

d) punctul de pe graficul func\iei f care are

abscisa egal[ cu dublul ordonatei;

e) punctul de pe graficul func\iei f care are

coordonatele opuse.

    7 Reprezenta\i grafic func\ia

, definit[ prin g : 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 N

.g(n)  (1)n
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Lec\ia 3. Func\ii de forma  f : D  R,  f (x) = ax + b, unde a ]i b 
sunt numere reale ]i D este o mul\ime finit[ de numere
reale sau D = R

    Func\ii f : D R, f (x) = ax, unde a  R*   

 Dac[ D este o mul\ime finit[ format[ din n numere reale, atuncin N,

graficul func\iei f este format din n puncte distincte din plan.

Exemplu Dac[  graficul s[u este alc[tuit ding : 1,2,3,4,5R, g(x)  2x,

5 puncte (vezi Figura 11).

 Dac[  atunci graficul func\iei este format dintr-o infinitate de puncte.D R,

Studiem @n continuare aceste func\ii.

Exemplu Consider[m func\ia , pentru orice .  f : R  R, f (x)  2x x  R

Func\ia f are acela]i procedeu de coresponden\[ ca ]i func\ia g din exerci\iul de mai sus, dar cele dou[ func\ii au

domenii de defini\ie diferite, deci graficele sunt diferite. Toate punctele graficului func\iei g apar\in ]i graficului lui

f. Dar, @ntruc`t domeniul de defini\ie al func\iei f  este o mul\ime infinit[, reprezentarea grafic[ a lui f con\ine o

infinitate de puncte. Figura 11 sugereaz[  coliniaritatea punctelor graficului. Vom demonstra c[ graficul func\iei f  

este dreapta OA unde .A(1, 2)

Fie  un punct arbitrar al graficului, diferit de O. Not[m cu M’M (t, 2t) cu t  0

proiec\ia lui M pe Ox (vezi Figura 12). #n triunghiurile dreptunghice OAA’ ]i OMM’

avem  ]i , deci .
OA

,

OM ,  1
t

AA
,

MM ,  2
2t

 1
t

OA
,

OM ,  AA
,

MM ,

Rezult[ c[ triunghiurile sunt asemenea. De aici deducem c[ ,AOA
,

MOM
,

deci O, A, M sunt coliniare.

Am ar[tat astfel c[ orice punct al graficului se afl[ pe dreapta OA.

Reciproc, fie un punct  al dreptei OA ]i N’ proiec\ia lui N pe Ox. Din teorema fundamental[ a asem[n[rii,N (n, p)

rezult[ c[ triunghiurile OAA’ ]i ONN’ sunt asemenea, prin urmare , adic[ , de unde 
OA

,

ON ,  AA
,

NN ,

1
n  2

p
, ceea ce dovede]te c[ N apar\ine graficului.p  2n  f (n)

Am ar[tat astfel (prin dubl[ incluziune) c[ reprezentarea geometric[ a graficului este o dreapt[.

Cu un ra\ionament analog se demonstreaz[ urm[toarea proprietate:

Re\ine!

Graficul unei func\ii  este o dreapt[ care trece prin origine. f : R  R, f (x)  ax

Prin urmare, pentru a trasa graficul unei func\ii de aceast[ form[, este suficient s[ reprezent[m un punct al

graficului cu abscisa nenul[ ]i s[ construim dreapta determinat[ de acest punct ]i de originea sistemului de axe. 

Observa\ii 1. Dac[ f  este o func\ie definit[ printr-o rela\ie de forma , atunci fiecaref (x)  ax

imagine  este direct propor\ional[ cu x. Reciproc, o dependen\[ direct f (x)

propor\ional[ se exprim[ printr-o func\ie de forma .f (x)  ax

2. Pentru cazurile particulare  ]i  ob\inem func\iilea  1 a   1

  ]i . Graficul func\iei f este dreapta OA undef, g : R  R, f (x)  x g(x)   x

 , iar graficul func\iei g este o dreapta OB, unde  (vezi Figura 13). A(1, 1) B(1, 1)

Dreapta OA este numit[ prima bisectoare, iar dreapta OB, a doua bisectoare. 

Denumirile sunt motivate de rela\iile  ]i .xOA yOA x
,

OB yOB

3. Func\ia  se mai nume]te ]i func\ie f :RR, f (x)  ax, a R

liniar[ (deoarece graficul s[u este o dreapt[).
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Exemplu  Func\ia ,  , este liniar[ ]i graficul s[u con\inef : R  R f (x)   1
2

x

originea. Calcul[m ; rezult[ c[  apar\ine graficului. Dreapta OAf (2)  1 A(2,1)

constituie reprezentarea graficului func\iei date. (Vezi Figura 14.)

  Func\ii f : D  R,  f(x) = b, unde b  R  

     O func\ie , se nume]te func\ie constant[.     f : D  R, f (x)  b, unde D R ]i b  R

          Defini\ie

 Dac[ D este o mul\ime finit[ format[ din n numere reale atuncin N,

graficul func\iei f este format din n puncte situate la aceea]i distan\[ fa\[ de Ox. 

Astfel, dac[ , atunci graficul lui g este alc[tuit din 5g : 1,2,3,4,5R, g(x)  4

puncte. (Vezi Figura 15.)

Din reprezentarea geometric[ observ[m c[ punctele  au aceea]iA, B, C, D ]i E

ordonat[ egal[ cu 4 ]i deci punctele se g[sesc la aceea]i distan\[ fa\[ de axa Ox.

 Dac[  atunci graficul func\iei f este format dintr-o infinitate de puncte situate la aceea]i distan\[ D R, d 
 fa\[ de Ox. Aceasta deoarece punctele graficului au aceea]i ordonat[ b. #n cazul particular  graficul b b  0,

coincide cu axa Ox.

Re\ine!

Graficul unei func\ii , este o dreapt[ orizontal[ (paralel[ cu axa Ox). f : R  R, f (x)  b

Exemplu 

#n Figura 16 este reprezentat graficul func\iei constante .f : R R, f (x)  2

   Func\ii f : R  R,  definite prin rela\ii de tipul f(x) = ax + b unde a, b  R*  

Am studiat anterior cazuri particulare ale func\iilor de acest tip: pentru , se ob\in func\ii liniare. b  0

Pentru , se ob\in func\ii constante.a  0

Are loc urm[toarea proprietate:

Re\ine!

Graficul unei func\ii , este o dreapt[.f : R R, f (x)  axb
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De exemplu, vom justifica faptul c[ graficul func\iei , este o dreapt[, cu ajutorul func\ieih : R R, h (x)  2x 3

liniare . Am demonstrat anterior c[ graficul func\iei f  este o dreapt[ ce trece prin origine.f : R R, f (x)  2x

Deoarece , putem face ca fiec[rui punct al graficului lui f  s[-i corespund[ un punct al graficului lui hh(x)  f (x)  3

av`nd aceea]i abscis[, iar ordonata mai mare cu trei unit[\i.

De exemplu, punctului  de pe graficul lui f  @i corespunde punctul O(0, 0) E(0, 3)

pe graficul lui h; punctului  de pe graficul lui f  @i corespunde punctul A(1, 2) F(1, 5)

pe graficul lui h. Astfel, graficul lui h se ob\ine translat`nd graficul lui f pe direc\ia

axei Oy cu 3 unit[\i @n sens pozitiv. (Vezi Figura 17, latura fiec[rui p[tr[\el

reprezint[ unitatea de m[sur[.) 

Pentru a trasa graficul unei func\ii , definite prin , este suficient s[ reprezent[m dou[f : R  R f (x)  ax  b

puncte arbitrare ale sale ]i s[ tras[m dreapta determinat[ de ele.  #n unele probleme este util ca aceste puncte de pe

grafic s[ fie intersec\iile cu axele de coordonate ale reprezent[rii grafice. 

Observa\ie Deoarece graficul func\iei , este o dreapt[, func\ia ff :RR, f (x)  axb, a,b R

se mai nume]te func\ie liniar[.

Re\ine!

   Axa Ox reprezint[ mul\imea punctelor din plan care au ordonata egal[ cu zero. 

Punctul  al graficului apar\ine axei Ox dac[ ]i numai dac[ .   (x, f (x)) f (x)  0

   Axa Oy reprezint[ mul\imea punctelor din plan care au abscisa egal[ cu zero. 

Punctul  al graficului apar\ine axei Oy dac[ ]i numai dac[ .(x, f (x)) x  0

Exemplu Fie func\ia . f : R R, f (x)  3x 3

Pentru a determina intersec\ia graficului cu axa Ox, afl[m valoarea lui x pentru care 

. Avem , de unde . Punctul c[utat este . f (x)  0  3x  3  0 x  1 A(1, 0)

Pentru a determina intersec\ia graficului cu axa Oy, d[m lui x valoarea 0 ]i avem 

. Punctul c[utat este . Graficul func\iei este dreapta AB (vezi Figura 18).f (0)  3 B(0, 3 )

   Func\ii f : D  R, f (x) = ax + b unde D este o mul\ime finit[ de numere reale  

Dac[ A este o mul\ime finit[ cu n elemente, , graficul func\iei , A R f : A R

, este alc[tuit din n puncte ale c[ror abscise sunt elementele mul\imii A.f (x)  ax  b

Cum graficul func\iei f este inclus @n graficul func\iei , ,g : R  R g(x)  ax  b

rezult[ c[ punctele ce alc[tuiesc graficul lui f sunt coliniare.

De exemplu, graficul func\iei , , este alc[tuitf : 2,1, 0, 1, 2 R f (x)  2x  1

din 5 puncte coliniare, av`nd coordonatele , , ,  ]i (2,3) (1,1) (0, 1) (1, 3) (2, 5)

(vezi Figura 19).
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Probleme rezolvate

1 Reprezenta\i grafic func\ia .f : R  R, f (x)  2x4

Solu\ie   #ntocmim tabelul  ]i ob\inem punctele
x 1 3

f (x) 2 2

 . A(1;  2) ]i B(3; 2)

Reprezentarea graficului este dreapta AB din Figura 20.

   2  a) Reprezenta\i grafic func\ia .f : R  R, f (x)  2x4

 b) Calcula\i aria triunghiului determinat de reprezentarea graficului func\iei date cu axele de coordonate ale

sistemului cartezian.

Solu\ie  a) Fiind util @n rezolvarea punctului b), pentru trasarea graficului func\iei

vom determina intersec\iile graficului func\iei cu axele.

Intersec\ia cu Oy este punctul , adic[  iar intersec\ia cu Ox esteA(0, f (0)) A(0, 4),

punctul  unde ,  . Dreapta AB este reprezentarea grafic[ aB(x, 0) 2x  4  0 deci B(2, 0)

func\iei f.

          b)  A  (unit[\i de arie).OAB  1
2
OA OB  1

2
 2  4 4

PROBLEME
5 Determina\i func\ia ,f : R R, f (x)  ax b

 ]tiind c[ reprezentarea grafic[ este dreapta AB unde

.A(0,  5) ]i B(1,  3)

6 Fie func\ia .f : R  R, f (x) m2xm2 m, m  R

Determina\i m ]tiind c[:

a) graficul lui f trece prin origine;

b) graficul lui f coincide cu Ox;

c) graficul lui f formeaz[ un unghi de  cu Ox.45 

7 Reprezenta\i grafic urm[toarele func\ii:

a) ; f : R  R, f (x)  3x

b) ;g : R  R, g (x)  3x 6

c) .h : 1, 0, 1, 2  R, h (x)  3,5

8 Determina\i coordonatele punctelor de intersec\ie

ale graficului func\iei  cuf : R R, f (x)   6x  4

axele de coordonate ]i apoi reprezenta\i grafic

aceast[ func\ie.

9 Reprezenta\i @n acela]i sistem de axe de coordonate

graficele func\iilor:   f : R  R, f (x)   x;

.g : R  R, g (x)  x1; h : R  R, h(x)  x1

  Ce observa\i?

1 Care dintre urm[toarele func\ii au reprezentarea

grafic[ o dreapt[? #n caz afirmativ reprezenta\i

graficul.

a) ; b) ;f : R R, f (x)  2x f : R  R, f (x)  2

c) ;f : 1,0,1,2  R, f (x)  x2

d) ;f : R R, f (x)  2x 3

e) .f : 5, 8, 9  R, f (x)  5 x

2 Reprezenta\i grafic urm[toarele func\ii:

a) ;f : 1,0,1,2  R, f (x)  2x 3

b) ;  f : 2,2,4  R, f (x)  2x3

c) ; d) .f : R  R, f (x)  3x f : R  R, f (x)  2, 5

3 Determina\i coordonatele punctelor de inter-

sec\ie ale graficului lui f cu axele Ox ]i Oy ]i

apoi reprezenta\i grafic.

a) ;f : R  R, f (x)  x 5

b) .f : R  R, f (x)  1
2

x  1

4 Care dintre graficele urm[toarelor func\ii trec

prin origine?

a) ;f : R  R, f (x)  2x3

b) ;g : R  R, g (x)  2 2 x

c) .h : R  R, h(x)  2 2
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Lec\ia 4.  Func\ii de tipul  f : D  R, f (x) = ax + b, 

       unde D este un interval nedegenerat 

Cu ajutorul urm[toarei probleme ne propunem s[ ar[t[m c[ graficul unei func\ii liniare cu domeniul de defini\ie

un interval nedegenerat este fie o semidreapt[, fie un segment de dreapt[.

Problem[ rezolvat[
Reprezenta\i grafic func\iile:         

    ; ;f : 1, 2 R, f (x)  x 3 h : (1, 2)  R, h(x)  x 3

; .k : , 2 R, k(x)  x 3 u : 1, R, u (x)  x 3

Solu\ie  Consider[m func\ia , . Graficul ei este dreapta d care intersecteaz[ axa Ox @ng : R R g(x)  x  3

punctul de abscis[ 3 ]i axa Oy @n punctul de ordonat[ . 3

Cum domeniul de defini\ie al func\iei f este inclus @n cel al func\iei g ]i  pentru orice ,f (x)  g(x) x  1, 2
graficul func\iei f este inclus @n graficul lui g. Graficul lui f con\ine acele puncte din

graficul lui g care au abscisa x @n intervalul . Paralelele duse prin punctele 1, 2
 la axa Oy intersecteaz[ dreapta d @n punctele  ]i .(1, 0) ]i (2, 0) A(1,  4) B(2,  1)

Reprezentarea grafic[ a func\iei f este segmentul ; (vezi Figura 22).AB

  Analog, graficele func\iilor h, k ]i u sunt incluse @n graficul lui g. Graficul lui h

           este segmentul deschis ; (vezi Figura 23). (AB)

Graficele func\iilor k ]i u reprezentate @n Figurile 24 ]i 25 sunt semidreptele  ]i . BA AB

Algoritm pentru reprezentarea graficului func\iei liniare  interval nedegenerat.f : DR, DR

Pentru a reprezenta graficul func\iei  definite prin rela\ia  unde A este un interval, proce-f : D R f (x)  ax  b

d[m astfel:

 reprezent[m graficul func\iei , care este o dreapt[; g : R  R, g (x)  ax b

 reprezent[m pe axa Ox punctele intervalului A, ob\in`nd un segment sau o semidreapt[;

 p[str[m din graficul lui g punctele ale c[ror proiec\ii pe axa Ox apar\in intervalului A. 
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PROBLEME
10 Laturile unui triunghi au lungimile (exprimate @n

centimetri) egale cu 2, 5 ]i x.

a) Preciza\i intervalul I @n care poate lua valori x.

b) Reprezenta\i grafic func\ia  unde cu p : I  R

 am notat perimetrul triunghiului. p(x)

11  Fie func\ia . Care estef : , 2 R, f (x)  2x3

cea mai mare valoare a func\iei f ?

12 Fie  Afla\i coordonatelef :RR, f (x)  2x1.

punctelor de pe grafic care au:

a) abscisa egal[ cu ordonata;

b) abscisa egal[ cu jum[tatea ordonatei;

c) ordonata egal[ cu o treime din abscis[;

d) abscisa egal[ cu dublul ordonatei;

e) modulul abscisei egal cu modulul ordonatei. 

13  Fie f :RR, f (x)  2x 3.

a) Afla\i  pentru care func\ia ia valoarea x N,  5.

b) Afla\i  pentru care func\ia ia valoarea x Z,  2.

c) Afla\i  ]tiind c[ punctul  apar\iney R, A(3, y)

graficului func\iei.

d) Afla\i  ]tiind c[ punctul  apar\iney Z, B  1
2

, y

graficului func\iei.

e) Rezolva\i @n mul\imea numerelor @ntregi ecua\ia 

f (x)  4.

f) Rezolva\i @n mul\imea numerelor naturale 

f (x)  7.

14 Rezolva\i acelea]i cerin\e ca la problema 13 pen-

tru   f :RR, f (x)  3x 1.

15  Fie f :RR, f (x)  1mx.

a) Afla\i  astfel @nc`t graficul func\iei s[m R,

intersecteze axa absciselor @n punctul de abscis[ 1.

b) Pentru , afla\i punctele de intersec\ie am  1

graficului cu axele de coordonate.

c) Reprezenta\i grafic func\ia @n cazul .m  1

d) Afla\i distan\a de la originea sistemului de

axe la dreapta ce reprezint[ graficul func\iei de la

punctul d).

e) Afla\i aria triunghiului determinat de axele de

coordonate ]i graficul func\iei de la punctul d).

f) Afla\i m[sura unghiului format de graficul

func\iei cu axa ordonatelor @n cazul .m  1

1 Se d[ func\ia . Caref : 2; 5 R, f (x)  x 1

dintre punctele A(2; 3), B(0;  1), C (5; 4)

apar\in graficului func\iei?

2 Reprezenta\i grafic func\iile:

a) ;f : 1; 3  R, f (x)  x 3

b) ;f : (2; 2)  R, f (x)  3x 3

c) ;f : 3; 3 R, f (x)  3

d) ;f : (; 2)  R, f (x)  x 2

e) .f : 2;  R, f (x)  2x

3 Fie func\ia  Caref : 1;3R, f (x)  x 5.

este cea mai mic[ valoare a func\iei f ? Dar cea

mai mare valoare?

4 Dac[ determina\i pe-f : 1,5R, f (x)  x 2,

rimetrul ]i aria  suprafe\ei determinate de gra-

ficul func\iei f ]i axele de coordonate.

5 Fie  ]i f : 2,0R, f (x)  x1 g : 0,3R,

g(x)  x  1.

a) Ar[ta\i c[ f (0)  g(0).

b) Reprezenta\i @n acela]i sistem de axe func\iile

f ]i g.

c) Determina\i perimetrul ]i aria suprafe\ei

determinat[ de graficele celor dou[ func\ii ]i axa

Ox.

6 Determina\i func\ia  cu proprie-f : 0,1R,

tatea pentru orice  ]i apoif (1  x)  x, x  0, 1
reprezenta\i graficul s[u.

7 Fie func\iile  ]i f : 1,0R, f (x)  x

g : 0,1R, g(x)  x.

a) Reprezenta\i @n acela]i sistem de axe graficele

celor dou[ func\ii.

b) Graficul func\iei intersec-h :RR, h(x)  1,

teaz[ graficele func\iilor f ]i g @n A, respectiv B. 

Calcula\i aria ]i perimetrul triunghiului AOB.

8 Reprezenta\i grafic func\ia f : AR, f (x) 
 x 1, unde A  x R x1  2.

9  Afla\i m  astfel @nc`t punctul  s[R, A(1, m  1)

apar\in[ graficului func\iei   f : RR, f (x) 
  2x  1.
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Lec\ia 5.  Interpretarea geometric[

 Lecturi grafice

 Verificarea coliniarit[\ii unor puncte 

Pentru a stabili coliniaritatea a trei sau a mai multor puncte proced[m astfel: determin[m func\ia 

 al c[rei grafic con\ine dou[ dintre punctele date ]i apoi verific[m dac[ ]i celelalte punctef : R  R, f (x)  ax b

apar\in graficului acesteia.

Exemplu Vom ar[ta c[ punctele  sunt coliniare.A(2, 3), B(1, 0) ]i C(3, 4)

Pentru aceasta consider[m func\ia . Determin[m a ]i b astfel @nc`t  ]i  s[f : R  R, f (x)  axb A(2, 3) B(1, 0)

apar\in[ graficului func\iei f .

Din  rezult[ ; din  rezult[ .A(2, 3)  Gf f (2)  2a  b  3 B(1, 0)  Gf f (1)  a  b  0

Din  rezult[  ]i @nlocuind @n  ob\inem , deci  ]i . Avem . a  b  0 b  a 2a  b  3 3a  3 a  1 b  1 f (x)  x  1

Verific[m dac[ . Deoarece  rezult[ c[  ]i atunci A, B, C sunt coliniare.C (3, 4)  Gf f (3)  3  1  4 C  Gf

  Intersec\ia reprezent[rilor grafice a dou[ func\ii                                     

      f : R  R, f (x) = ax + b ]i g : R R, g (x) = cx + d (unde a, b, c, d  R) 

     Consider[m func\iile ,  (unde ).f, g : R  R, definite prin f (x)  ax b g(x)  cx  d a, b, c, d  R

      Punctul  este comun graficelor celor dou[ func\ii dac[ ]i numai dac[  ]i .M(x, y) y  f (x) y  g(x)

          Defini\ie

Re\ine!

  Abscisa punctului de intersec\ie a graficelor func\iilor f ]i g se ob\ine rezolv`nd ecua\ia  .f (x)  g(x)

 Dac[ ecua\ia  nu are solu\ii, atunci reprezent[rile grafice ale func\iilor f ]i g sunt drepte paralele.f (x)  g(x)

Exemplu Func\iile , definite prin f, g, h : R  R f (x)   x  2,

 ]i , au reprezent[rile grafice @n Figura 26.g(x)  x h(x)  x  2

Pentru func\iile definite mai sus avem urm[toarele situa\ii:

 graficul lui f ]i graficul lui g se intersecteaz[ @n punctul ,A(1, 1)

deoarece ecua\ia  are solu\ia  ]i @n plus f (x)  g(x) x  1

f (1)  g(1)  1.

 graficul lui f ]i graficul lui h se intersecteaz[ @n punctul ,B(0, 2)

deoarece ecua\ia  are solu\ia  ]i f (x)  h(x) x  0 f (0)  2.

 graficele func\iilor g ]i h nu au puncte comune, deoarece ecua\ia 

 nu are solu\ii. Reprezent[rile celor dou[ func\ii suntg(x)  h(x)

drepte paralele (graficul lui h se poate ob\ine translat`nd graficul

lui g pe direc\ia axei Oy, @n sens pozitiv cu dou[ unit[\i).

   Func\ii. Organizarea datelor ]i probabilit[\i                                                                                              

    - 69 -

y

xO

Figura 26

2

2

A

B

f h

g



  Lecturi grafice  

Dac[ se cunoa]te reprezentarea geometric[ a graficului func\iei  ]i f : DR, f (x)  ax b, unde a,b R DR,

atunci din lectura acestuia putem deduce domeniul D, imaginea func\iei (mul\imea valorilor), precum ]i alte

propriet[\i ale func\iei.

Probleme rezolvate
   1. #n Figura 27 este reprezentat graficul unei func\ii f : DR.

a) Afla\i domeniul D de defini\ie al func\iei.

b) Alc[tui\i tabelul de valori al func\iei.

c) Determina\i imaginea func\iei.

Solu\ie  a) Din lectura graficului ob\inem .D  1, 2, 3, 4, 5, 6, 7
  b) Tabelul de valori al func\iei este:   

  c) Din tabelul de valori ob\inem c[ Im f  1, 2, 3.

   2. #n Figura 28 este reprezentat graficul func\iei  definit[ prin legea  num[rulf : 4,5,6,7,8,9,10R f (x) 
elevilor din clas[ care au ob\inut la teza de matematic[ nota x. 

a) C`\i elevi sunt @n clas[?

b) Care not[ a fost luat[ de cei mai mul\i elevi? 

    Dar de cei mai pu\ini elevi?

c) C`\i elevi au luat note mai mici sau egale cu 6?

d) C`\i elevi au luat note mai mari sau egale cu 8?

Solu\ie  Alc[tuim mai @nt`i tabelul de valori al func\iei.

a) Din tabel deducem c[ num[rul de elevi din clas[ este egal cu 2  1  4  6  8  3  3  27.

b) Cum  deducem c[ nota 8 a fost luat[ de 8 elevi, ceea ce reprezint[ nota luat[ de cei mai mul\if (8)  8,

elevi. Cum deducem c[ nota 5 a fost luat[ de un singur elev.f (5)  1,

c) Din  , ob\inem c[ un num[r de  elevi au luat note mai mici sauf (4)  2, f (5)  1 ]i f (6)  4 2  1  4  7

egale cu 6.

d) Din avem c[  elevi au luat note mai mari sau egale cu 8.f (8)  8, f (9)  3 ]i f (10)  3, 8  3  3  14

3. Se consider[ func\iile .f : R  R, f (x)  x 2 ]i g : R  R, g (x)  4x 1

a) Afla\i coordonatele punctului de intersec\ie a graficelor func\iilor f ]i g.

b) Calcula\i aria suprafe\ei cuprinse @ntre graficele celor dou[ func\ii ]i axa Ox.

c) Calcula\i aria suprafe\ei cuprinse @ntre graficele celor dou[ func\ii ]i axa Oy.
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Solu\ie 

a) Rezolv[m ecua\ia , deci  .f (x)  g(x) echivalent cu x  2  4x  1, de unde 3x  3 x  1, f (1)  g(1)  3

Punctul de intersec\ie a graficelor este .M(1, 3)

b) Graficul func\iei f este dreapta AB unde . A(0, 2) ]i B(2, 0)

Graficul func\iei g este dreapta CD unde  ]i .C(0,1) D
1
4

, 0

A  (unit[\i de arie)BDM  1
2
 BD MM

,  1
2
 9

4
 3  27

8
3, 375

c) A  (unit[\i de arie). AMC  1
2
 AC MM

, ,  1
2
 3  1  3

2
 1, 5

PROBLEME
6  Se dau func\iile f : R  R, f (x)  x  2 ]i

 .g : R  R, g (x)   x  2

a) Determina\i m[sura unghiului format de grafi-

cele celor dou[ func\ii ]i m[sura unghiului format

de graficul lui f cu axa ordonatelor.

b) Calcula\i aria ]i perimetrul triunghiului deter-

minat de graficele celor dou[ func\ii ]i axa ordo-

natelor.

7  Ar[ta\i c[ reprezent[rile grafice ale func\iilor

  ]i f : R  R, f (x)  2x  1 g : R  R, g (x) 
  sunt dou[ drepte paralele. 2x  3

8  Se dau func\iile f : R  R, f (x)  4x  8 ]i

   .g : R  R, g (x)  4x24

a) Afla\i aria ]i perimetrul triunghiului determinat

de graficele celor dou[ func\ii ]i axa absciselor.

b) Afla\i aria triunghiului determinat de graficele

celor dou[ func\ii ]i axa ordonatelor.

c) Afla\i tangenta unghiului determinat de graficul

lui f ]i axa absciselor.

9 Fie func\ia  f :RR, f (x)  2x 1.

a) Determina\i punctele de pe graficul lui f egal

dep[rtate de axele de coordonate.

b) Calcula\i suma: S  f (5)  f (6)   f (25).

1 Stabili\i dac[ urm[toarele puncte sunt coliniare:

a) ;A(0,  2); B(1, 1); C(1, 5)

b) .A(1, 1); B(2, 0); C(4,  2)

2 Fie func\iile  ]i f : R  R, f (x)  2x  1

. g : R  R, g (x)  3x  1

Reprezenta\i @n acela]i sistem de coordonate

graficele celor dou[ func\ii ]i afla\i coordonatele

punctelor de intersec\ie.

3 Se consider[ func\ia

 .f : R  R, f (x)  3 x  3 3

a) Afla\i aria suprafe\ei cuprinse @ntre graficul

func\iei f ]i axele de coordonate.

b) Afla\i m[sura unghiului format de graficul

func\iei ]i axa absciselor.

4 Se consider[ func\iile f : R  R, f (x)  2x3

 .]i g : R  R, g (x)  x2

a) Afla\i coordonatele punctului de intersec\ie al

celor dou[ grafice.

b) Afla\i aria suprafe\ei cuprinse @ntre graficele

celor dou[ func\ii ]i axa Ox.

c) Afla\i perimetrul patrulaterului convex

determinat de graficele celor dou[ func\ii ]i

axele Ox ]i Oy.

5 Fie func\ia  nu-f :RR, f (x) mx n, m Z, n

m[r natural prim. Determina\i punctul de pe gra-

ficul lui f de coordonate egale cu abscisa mai

mic[ dec`t n @n condi\iile @n care acesta exist[.
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Lec\ia 6.  Elemente de statistic[: indicatorii tendin\ei centrale

 (frecven\[, medie, median[, mod ]i amplitudine a unui set de date)

Statistica este o ramur[ a matematicii care se ocup[ cu culegerea, gruparea, analizarea ]i interpretarea datelor

referitoare la anumite fenomene, precum ]i unele previziuni privind desf[]urarea acestor date @n viitor.

Exemplu Pentru a determina nivelul de preg[tire la matematic[ al unui grup de elevi se culeg date cu privire la

notele ob\inute @ntr-o perioad[ de timp determinat[, date ce con\in anumite caracteristici, precum: frecven\a cu care

apare fiecare not[, media notelor ob\inute de fiecare elev, c`t ]i media notelor ob\inut[ de @ntreg grupul de elevi.

Astfel pentru analiza ]i interpretarea datelor culese un rol important @l are  determinarea tendin\ei referitoare la

nivelul clasei, tendin\a exprimat[ prin nivelul mediu de preg[tire la obiectul matematic[ al grupului de elevi studiat.

Conceptele de baz[ ale statisticii sunt: frecven\a relativ[ ]i absolut[, m[rimea statistic[, stabilirea unor leg[turi

@ntre m[rimi, valoarea medie, median[, modul ]i amplitudinea unui set de date referitoare la o mul\ime numit[

popula\ie statistic[.

   Popula\ie statistic[ este orice mul\ime definit[ de obiecte de aceea]i natur[. 

   Elementele unei popula\ii se numesc unit[\i statistice sau indivizi.

  Caracteristica (variabila statistic[) a popula\iei este tr[s[tura comun[ tuturor unit[\ilor (indivi-

zilor) popula\iei. Caracteristica poate fi cantitativ[ sau calitativ[. 

          Defini\ie

#n statistic[ indicatorii tendin\ei centrale (de medie) se refer[ la valorile de mijloc ale unui set de date. Indicatorii

de medie cel mai frecvent folosi\i sunt media, mediana ]i modulul, care depind de frecven\a datelor statistice.

Frecven\a unui set de date

   Se nume]te frecven\[ absolut[ a unei valori x a caracteristicii num[rul de unit[\i ale popula\iei

corespunz[toare acestei valori. 

   Se nume]te frecven\[ relativ[ a unei valori x a caracteristicii raportul dintre frecven\a absolut[

a valorii x ]i efectivul total al popula\iei.

          Defini\ie

Exemplu Dup[ notarea tezelor la matematic[, o clas[ de 25 de elevi a avut urm[torul rezultat @n ordine

alfabetic[ a elevilor: 7, 6, 8, 9, 5, 10, 4, 5, 4, 6, 7, 5, 5, 4, 4, 10, 8, 7, 9, 4, 6, 6, 4, 5, 4.

Atunci, pentru studiul c`t mai corect al tendin\ei medii a clasei, este util s[ se determine @n primul r`nd frecven\a

cu care apare fiecare not[ (frecven\a absolut[) c`t ]i frecven\a relativ[. Aceasta se poate organiza @n urm[torul tabel:

2
25

2
25

2
25

3
25

4
25

5
25

7
25

Frecven\a
relativ[

2223457
Frecven\a
absolut[

10987654Nota
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Media unui set de date  

Primul contact @n studiul unui set de date statistice @l vom avea cu valori medii. Acestea sunt utilizate frecvent

at`t @n planificare ]i conducere, c`t ]i @n diverse cercet[ri ]tiin\ifice. Aplicarea corect[ a metodei valorilor medii

necesit[ respectarea urm[toarelor condi\ii.

 Calcularea mediilor trebuie s[ se bazeze pe un num[r c`t mai mare de cazuri individuale.

 Valorile din care se va calcula media s[ fie omogene.

 Alegerea acelui tip de medie care corespunde cel mai bine caracteristicii studiate.

Exemplu S[ revenim la tabelul din exemplul dat la frecven\a absolut[.

2223457
Frecven\a
absolut[

10987654Nota

Calcul`nd media aritmetic[ a notelor ob\inute, avem:  Acest rezultat armaritmetic[  4  5  6  7  8  9  10
7

 7.

fi fost sugestiv dac[ toate notele aveau aceea]i frecven\[. |in`nd cont de realitate, media ponderat[ ofer[ un rezultat

mai ,,exact” al mediei notelor ob\inute. 

Astfel  mponderat[  7  4  5  5  4  6  3  7  2  8  2  9  2  10
25

 6, 08.

Dac[ @n cazul mediei aritmetice am putea spune c[ nivelul de preg[tire al elevilor a fost mediu (media este 7), @n

cazul mediei  ponderate  concluzia este  c[  nivelul de preg[tire  este cu mult mai sc[zut dec`t cel mediu, pu\in peste

cel de promovare.

Re\ine!

 Media nivelurilor individuale ale unei variabile (caracteristic[) statistice este expresia siste-

matiz[rii @ntr-un singur nivel reprezentativ a tot ceea ce este esen\ial, tipic ]i obiectiv @n dezvoltarea

acestuia.

Mediana unui set de date  

     Mediana este valoarea ce @mparte @n dou[ o colec\ie ordonat[ de date. Num[rul valorilor

variabilelor mai mici dec`t mediana este egal cu num[rul valorilor mai mari dec`t aceasta. 

          Defini\ie

Re\ine!

Dac[ setul de date con\ine un num[r impar de valori ordonate, atunci mediana coincide cu

valoarea din mijlocul ordon[rii.

Dac[ setul de date con\ine un num[r par de valori ordonate, atunci mediana este media aritme-

tic[ a perechii din mijloc.

Mediana unui set de date nu depinde de frecven\a absolut[ sau relativ[ a variabilei caracte-

risticii.
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Exemplu La Olimpiada de Matematic[, unde punctajul maxim este de 28 de puncte, au fost ob\inute de c[tre

elevii clasei a VIII-a urm[toarele punctaje: 18, 23, 16, 10, 27, 15, 20. Ordon`nd punctajele cresc[tor ob\inem: 10,

15, 16, 18, 20, 23, 27. Deoarece num[rul de date este impar, deducem c[ mediana este 18, adic[ termenul din mijloc

al ordon[rii. Dup[ contesta\ie setul de date se modific[ astfel: 18, 23, 17, 10, 27, 20, 22, 24. Ordon`nd cresc[tor

noul set de date avem: 10, 17, 18, 20, 22, 23, 24, 27. Deoarece noul set de date este @n num[r par, iar termenii din

mijloc sunt 20 ]i 22, mediana noului set este media aritmetic[ a celor dou[ valori, adic[ 21. 

Modulul (dominanta) unui set de date  

     
     Modulul (dominanta) reprezint[ valoarea caracteristicii care are frecven\a cea mai mare. 

          Defini\ie

Comentariu #n practic[ se pot @nt`lni urm[toarele situa\ii:

 setul de date con\ine o singur[ dominant[;

 setul de date con\ine mai multe valori dominante;

 dac[ toate variabilele au aceea]i frecven\[ de apari\ie, vom spune c[ setul de date nu con\ine o

valoare caracteristic[.

Exemplu La un centru de calitate al produselor, se verific[ diametrul pieselor prelucrate de un strung. Pentru

realizarea acestui control s-a verificat o selec\ie de 20 de piese. Rezultatele au fost @nregistrate @n tabelul urm[tor:

3, 023, 0132, 992, 98Diametrul (@n mm)

36452Num[r de piese

Dominanta este diametrul de  a c[rui frecven\[ este cea mai mare, respectiv la 6 piese.3, 01 mm

Reprezentarea grafic[ cu coloane a datelor din tabel este realizat[

@n Figura 30. Pe axa  este reprezentat num[rul fiec[rui tip deOx

pies[, iar pe axa  sunt reprezentate diametrele pieselor. Oy

Ordon`nd cresc[tor diametrele pieselor avem:

 ]i deci mediana setului de date este 3,2, 98; 2, 99; 3; 3, 01; 3, 02

ceea ce putea fi ob\inut ]i din analiza graficului cu bare. 

Amplitudinea unui set de date  

     
    Amplitudinea unui set de date este diferen\a dintre valoarea maxim[ ]i valoarea minim[ a setului de date.

          Defini\ie

Comentariu Amplitudinea, fiind calculat[ numai pe baza valorilor extreme ale setului de date, nu ofer[

posibilitatea cunoa]terii structurii interioare a colectivit[\ii. #n cazul @n care valorile extreme sunt nesemnificative

numeric, rezultatul ne poate conduce la concluzii gre]ite. 

   Func\ii. Organizarea datelor ]i probabilit[\i                                                                                              

    - 74 -

y

xO

Figura 30

4 5 61 2 3

2,98
2,99

3
3,01

3,02

mediana



Exemplu #n Figura 31 prezent[m trei seturi de date cu aceea]i amplitudine, dar cu structur[ intern[ diferit[.

Cele trei seturi de date se refer[ la rezultatele ob\inute la olimpiada de matematic[ de c[tre cei nou[ reprezentan\i a

trei clase diferite. #n acest exemplu  Pentru fiecare din cele trei seturi de date amplitudineaxmin  5, iar xmax  9, 80.

este egal[ cu 4,80. Din studiul reprezent[rilor deducem @n plus c[ elevii clasei a VIII-a B au ob\inut cele mai bune

rezultate @n timp ce elevii clasei a VIII-a C au ob\inut rezultatele cele mai slabe. 

Problem[ rezolvat[
   #ntr-o firm[ sunt 200 de angaja\i al c[ror salariu net este dat de urm[torul tabel:

 

102000-2100

201900-2000

451800-1500

251700-1800

101600-1700

201500-1600

701200-1500

Num[r de angaja\iSalariu lunar

a) Realiza\i graficul setului de date; b) Determina\i grafic mediana;

c) Determina\i amplitudinea ]i caracteristica setului de date.

Solu\ie  Graficul este dat de Figura 32 @n care pe axa Ox sunt reprezentate intervalele de salarizare, iar pe axa Oy

frecven\ele intervalelor de salarizare.

.

Din grafic ob\inem c[ mediana este media aritmetic[ a valorilor 1700 ]i 1800, adic[ 1750 lei.

Amplitudinea setului de date este dat[ de diferen\a dintre num[rul maxim de angaja\i care au salariu @n acela]i

interval ]i num[rul minim de angaja\i cu aceea]i proprietate. Ob\inem frecven\a egal[ cu 70  10  60.

Caracteristica este dat[ de intervalul 1200-1500 @n care frecven\a este cea mai mare.
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PROBLEME
4   Reprezent[rile din Figura 34 exprim[ mediile

generale ob\inute de elevii claselor a VIII-a A ]i a

VIII-a B pe semestrul trecut.

 a) Care clas[ este mai bun[ la matematic[?

b) Care este mediana, modulul ]i amplitudinea

datelor pentru fiecare clas[ @n parte?

c) Alc[tui\i diagrama corespunz[toare elevilor

celor dou[ clase luate @mpreun[. Compara\i @n

acest caz mediana, modulul ]i amplitudinea cu

cele corespunz[toare ob\inute la punctul b).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1

2

9

10
Clasa a VIII-a A

Figura 34

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1

2

8

9

Clasa a VIII-a B

1 Urm[toarea diagram[ cu batoane prezint[ me-

diile ob\inute de elevii unei clase la geografie pe

semestrul trecut.

a) Alc[tui\i tabelul frecven\elor statistice.

b) Determina\i media, mediana ]i modulul.

2 La examenul de Evaluare Na\ional[, cei 300 de

elevi ai unei ]coli au ob\inut la proba de mate-

matic[ urm[toarele rezultate:

89, 50  10

159  9, 49

398, 50  8, 99

278  8, 49

1037, 50  7, 99

647  7, 49

206, 50  6, 99

146  6, 49

65, 50  5, 99

45  5, 49

Num[rul de eleviNota

a) Reprezenta\i graficul cu bare ]i determina\i poli-

gonul frecven\elor.

b) Determina\i media, mediana ]i dominanta.

3 #n primele 15 zile ale lunii iulie, temperatura la

Craiova, la ora 14, a @nregistrat urm[toarele

valori: 31, 32, 32, 33, 35, 38, 30, 31, 30,

      Alc[tui\i diagrama28, 29, 29, 34, 35, 36.

 (reprezentarea grafic[) acestui set de date. 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2

3

4

6

8

Figura 33
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PROBLEME RECAPITULATIVE

Recomandate pentru portofoliu personal

1 Consider[m func\ia , definit[ prin diagramaf : 1, 2, 3, 4, 5  1, 3, 5, 7, 9
din Figura 35.

a) Realiza\i tabelul de valori al func\iei.

b) G[si\i rela\ia matematic[ ce exprim[ dependen\a dintre x ]i . f (x)

2 Consider[m func\ia , av`nd urm[torul tabel de valori:f : 1, 2, 3, 4  11, 12, 13, 14

14131211f (x)

4321x

Exprima\i coresponden\a: a) printr-o diagram[; b) printr-o rela\ie matematic[.

3 Fie func\ia . Determina\i valoarea lui  ]tiind c[ punctul  apar\inef : R  R, f (x)  ax 5 a  R A (5, 20)

graficului func\iei.

4 Reprezenta\i grafic func\iile:

a) ; b) .f : 0, 1, 2, 3,  3 R, f (x)  3x g : 3,  2,  1, 0, 1, 2, 3 R, g (x)  x 3

5 Stabili\i care dintre punctele urm[toare apar\in graficului func\iei , :f : Q Q f (x)   x2  3

 .A(0, 3); B( 3 , 0); C(3,  3); D(4,  13); E(2, 7)

6 Se d[ func\ia .f : Z Z, f (x)  2x3

a) Determina\i punctul de pe graficul func\iei care are abscisa egal[ cu ; 4

b) Determina\i punctul de pe graficul func\iei care are ordonata egal[ cu ; 5

c) Determina\i punctul de pe graficul func\iei care are coordonatele egale.

7 Fie  o func\ie liniar[. Demonstra\i c[:f : R  R, f (x)  ax, a  R

a)  oricare ar fi ; b) , oricare ar fi  unde .f (x  y)  f (x)  f (y) x, y  R f (kx)  k f (x) x R, k  R

8 Se consider[ func\iile unde , ale c[ror grafice sef : R  R, f (x)  ax 9 ]i g : R  R, g (x)  5x b, a,b  R

intersecteaz[ @n punctul .A(3, 18)

a) Afla\i distan\ele de la originea O a sistemului de coordonate la graficele celor dou[ func\ii.

b) Afla\i aria ]i perimetrul triunghiului determinat de graficele celor dou[ func\ii ]i axa absciselor.

9 Determina\i  astfel @nc`t punctele  s[ fie coliniare.a R, A(1, 2); B(2, 3) ]i C (3, a)

  10 Fie func\ia .f : R  R, f (x)  6 x  2

a) Afla\i aria suprafe\ei cuprinse @ntre graficul lui f ]i axele de coordonate.

b) Calcula\i distan\a de la originea sistemului de coordonate la graficul lui f .

c) Afla\i tangenta unghiului format de graficul lui f cu axa Ox.

  11 Consider[m func\iile   definite prin rela\iile .f, g, u, v : R R f (x)  2, g (x) 1, u(x)  x  1, v(x)  x  3

a) Reprezenta\i grafic cele patru func\ii @n acela]i sistem de axe.

b) Demonstra\i c[ punctele de intersec\ie ale graficelor sunt v`rfurile unui paralelogram.

c) Calcula\i aria acestui paralelogram.
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Figura 35



  12 Reprezenta\i grafic func\iile: a) ; b)  .f : 0; 5 R, f (x)  x g : (5; )  R, g (x)  4x 19

  13 Determina\i mul\imea valorilor func\iei .f : (0, )  R, f (x)  4x 1

  14 Fie func\ia . Determina\i intervalul I ]i numerele reale a, b, ]tiind c[ graficul func\ieif : I  R, f (x)  axb

este segmentul @nchis  unde . AB A(0, 3) ]i B(3, 12)

  15 Reprezenta\i grafic func\iile:  ; ;f : 1, 2, 3, 4 R, f (x)  4 x g : 1, 4 R, g(x)  4 x

;  .h : (1, 4)  R, h(x)  4 x u : 1, (1, 4)  R, u(x)  4 x; v : , 4 R, v(x)  4 x

  16 Catetele unui triunghi dreptunghic au lungimile de 6 cm ]i x cm. Reprezenta\i grafic func\ia ,A : (0,)  R

unde  reprezint[ aria triunghiului @n cm .A(x) 2

  17  Un excursionist parcurge un traseu cu viteza constant[ de 4 km/or[. Reprezenta\i grafic func\ia ,d : 0, 4 R

unde  este distan\a parcurs[ @n timpul t. (Distan\a este exprimat[ @n kilometri, iar timpul este exprimat @nd (t)

ore.)

   18 Consider[m func\ia  prin care fiec[rui element al mul\imii  @if : 1, 2, 3, 4, 5, 6 N 1, 2, 3, 4, 5, 6
corespunde num[rul divizorilor s[i naturali. Realiza\i tabelul de valori ]i reprezenta\i grafic func\ia. Preciza\i

imaginea func\iei.

  19 Reprezenta\i grafic func\ia , unde pentru fiecare  reprezint[f : 0, 1, 2, 3, 4, 5 N n  0, 1, 2, 3, 4, 5, f (n)

restul @mp[r\irii lui n la 3.

   20 Alc[tui\i tabelul de valori al func\iei al c[rei grafic este reprezentat @n Figura 36. G[si\i domeniul de defini\ie

]i mul\imea valorilor func\iei.

 TEST de autoevaluare

Recomandat pentru portofoliu personal

10p din oficiu

SUBIECTUL I - Pe foaia de rezolvare scrie\i numai rezultatele. (30 de puncte)

5p 1 Fie  Dac[  atunci valoarea lui a este . . . f :  1, 0, 1, 4, 5R, f (x)   x2

2
 3. M(4; a)  Gf,

5p 2 Dac[ , este o func\ie, atunci a este egal cu . . . f :  1, 1, 2 a, 0, 2, f (x)  x  1

5p 3 Dac[ graficul func\iei , trece prin  atunci  . . . f :RR, f (x) mx3 A(3, 6), m 
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5p 4 Dac[  pentru orice  atunci  . . . f :RR, f (x 1)  f (x 1)  2x, x R, f (1)  f ( 1) 

5p 5 Punctul  apar\ine graficului func\iei  pentru m egal cu . . . A(m; m  1) f :RR, f (x)  2x1,

5p 6 Dac[  num[rul de elemente al mul\imii  este . . . f : 1, 0, 1R, f (x)  x2  1, Im f

SUBIECTUL al II-lea - Preciza\i litera corespunz[toare r[spunsului corect. (30 de puncte) 

5p      1 Fie func\ia  Valoarea lui m pentru care reprezentarea grafic[f :RR, f (x)  (m2  1)xm 1, m R.

este paralel[ cu Ox este:

A.  1 B. C. 1 sau D. 0 1 1

5p 2 Dac[  oricare ar fi  este egal cu:f :RR ]i f (x 2)  5x 2 2 f (1), x R, atunci f (1)

A.  1 B. C. D. 2 1 0

5p 3 Fie func\ia  Num[rul  este egal cu:f :RR, f (x)  2x 3. f ( 1)  f (1)

A.  0 B. 3 C. 2 D. 6

5p 4  Reprezentarea grafic[ a func\iei  este:f : 1,2R, f (x)  3x5

A.  o dreapt[ B. o semidreapt[ C. un segment D. puncte coliniare

5p 5 Num[rul de func\ii  cu proprietatea  este:f : 1, 2, 3  1, 0, 1, 2, 3, 4, 5 f (1)  1 ]i f (2)  3

A.  7 B. 5 C. 1 D. 6

5p 6  Num[rul real m, pentru care  apar\ine reprezent[rii grafice a func\iei  M(3, m  3) f : RR, f (x)  2x  5

este:

A.  B. 1 C. 4 D. 0 1

SUBIECTUL al III-lea - Pe foaia de rezolvare scrie\i rezolv[rile complete. (30 de puncte)

10p 1 Fie func\ia . f :RR, f (x)  ax b, a R, b R

a) Determina\i numerele reale a ]i b, ]tiind c[ reprezentarea grafic[ a func\iei este dreapta cu AB

A(0; 2) ]i B(1; 1).

b) Determina\i coordonatele punctului de intersec\ie dintre AB ]i Ox.

c) Afla\i distan\a de la originea sistemului de axe la dreapta AB.

10p 2 Fie func\ia f : R R, f (x)  (2  5 ) x  5 .

a) Ar[ta\i c[ A(1; 2)  Gf.

b) Rezolva\i @n R, inecua\ia f (x)  2  0.

c) Determina\i numerele ra\ionale a ]i b, ]tiind c[  se afl[ pe graficul lui f.M(a; b  b 5 )

10p 3  Fie func\iile f : R R, f (x)   1
2

x  3 ]i g : R R, g(x)  2x  1.

a) Reprezenta\i grafic f ]i g @n acela]i sistem de coordonate.

   b) Determina\i m[sura unghiului dintre reprezent[rile grafice ale func\iilor f ]i g.

   c) Calcula\i suma  S  f (1)  f (2)  f (3)  f (4)   f (19)  f (20).

*

* *
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ELEMENTE ALE 

GEOMETRIEI #N SPA|IU4

Lec\ia 1.  Puncte, drepte, plane: conven\ii de notare

Geometria este una dintre cele mai vechi ramuri ale matematicii. Primele cuno]tin\e de geometrie, vechi de

c`teva milenii, aveau un caracter practic. #n Babilon ]i @n Egiptul antic, cuno]tin\ele de geometrie erau folosite @n

agricultur[, construc\ii, astronomie. Adev[rurile geometrice erau ob\inute ]i verificate @n mod experimental. #n

Grecia antic[, @ncep`nd cu Thales ]i continu`nd cu Pitagora, Euclid, Arhimede, matematicienii au devenit

preocupa\i de stabilirea adev[rurilor prin ra\ionament logic. 

#n cartea sa Elementele, (carte scris[ @n secolul III @.H. ]i care a dominat matematica

elementar[ timp de peste dou[ milenii), Euclid a sistematizat cuno]tin\ele de matematic[

acumulate @n perioadele precedente, prezent`ndu-le @n @nl[n\uirea lor logic[ ]i realiz`nd

demonstra\iile teoremelor pe baza unui sistem de axiome.

Edificiul geometriei are la baz[ no\iunile primare ]i axiomele. No\iunile primare (fundamentale) sunt no\iuni

care nu pot fi definite. Axiomele sau postulatele sunt propozi\ii al c[ror adev[r este evident sub aspect intuitiv ]i

care nu se demonstreaz[.

Punctul, dreapta, planul, spa\iul sunt no\iuni geometrice fundamentale. Ele nu pot fi definite @n mod riguros, dar

pot fi @n\elese sau descrise pornind de la imagini din realitatea @nconjur[toare. Astfel, urma l[sat[ de un creion bine

ascu\it pe o foaie de h`rtie ne poate da imaginea unui punct. Un fir de a\[ sub\ire, bine @ntins, prelungit la nesf`r]it

@n ambele sensuri, ne d[ imaginea unei drepte. Suprafa\a tablei de scris, prelungit[ la nesf`r]it @n toate direc\iile

constituie o imagine despre ceea ce numim plan.

#n clasele precedente, @n capitolele de geometrie a\i studiat propriet[\i ale unor figuri geometrice (cum sunt

dreapta, segmentul, semidreapta, unghiul, triunghiul, patrulaterul, cercul) incluse @ntr-un plan dat. Capitolele de

geometrie studiate p`n[ @n prezent fac obiectul geometriei plane.

Cubul sau paralelipipedul dreptunghic sunt corpuri geometrice care nu pot fi incluse @ntr-un plan. Studiul lor ]i

cel al altor corpuri geometrice fac obiectul geometriei @n spa\iu. 

#n limbajul obi]nuit, prin spa\iu @n\elegem tot ce ne @nconjoar[.

Spa\iul geometric este o mul\ime de puncte pe care o vom nota cu S. #n geometria @n spa\iu se p[streaz[

conven\iile de desen ]i de nota\ie folosite @n geometria plan[.
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Punctele se reprezint[ ca @n Figura 1 ]i se noteaz[ cu litere mari ale alfabetului latin. 

 

Dreptele se noteaz[ cu litere mici a, b, c, . . . sau AB, CD etc. (vezi Figura 2).

#n spa\iu exist[ o infinitate de puncte drepte ]i plane. Planele se noteaz[ cu litere mici ale alfabetului grecesc 

 ]i se reprezint[ prin desen ca @n Figura 3., , 

#n geometria plan[, realizarea desenelor nu ridic[ probleme deosebite. Nu acela]i lucru se @nt`mpl[ @n cadrul

geometriei @n spa\iu. Dificultatea const[ @n faptul c[ trebuie s[ reprezent[m @n plan imaginea unei figuri spa\iale. 

Desenul, asemenea unei fotografii, depinde de pozi\ia din care este privit[ figura spa\ial[.

S[ privim @n jurul nostru. Presupunem c[ pe o mas[ se afl[ o farfurie rotund[ ]i o coal[ de h`rtie

dreptunghiular[, astfel @nc`t privind de sus vedem imaginea din Figura 4. Atunci imaginea mesei, v[zut[ din fa\[

este cea din Figura 5.

 

Pentru a realiza desene ale unor figuri spa\iale, \inem seama de unele conven\ii: 

 figurile situate @n plan vertical @n fa\a privitorului se reprezint[ @n forma lor real[;

 segmentele care  au direc\ia razei virtuale, se reprezint[ @nclinate ]i de lungime mai mic[ @n raport cu

lungimea real[;

 reprezent[rile @n desen ale unor drepte paralele sunt, de asemenea, paralele;

 elementele care ,,nu se v[d” se reprezint[ punctat. 
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Exemplu #n Figura 6 este desenat un cub. P[tratele ABB’A’ ]i CDD’C’,

situate @n plan vertical @n fa\a noastr[, sunt redate @n desen @n forma lor real[.

Segmentele , , av`nd direc\ia razei virtuale, sunt desenateBC, AD B
,

C
,

, A
,

D
,

@nclinat ]i de lungime mai mic[. Segmentele  nu se v[d, deci leAD, CD ]i DD
,

reprezent[m punctat.

Re\ine!

Dreptele, planele, spa\iul sunt mul\imi de puncte. Deci, rela\iile dintre puncte, drepte ]i plane

se pot exprima @n limbajul teoriei mul\imilor.

Exemplu #n Figura 7 paralelipipedul ABCDA’B’C’D’ este a]ezat pe un plan orizontal . 

#ntre elementele figurii putem stabili diferite rela\ii, ca de exemplu:

 Punctul A este situat pe dreapta AB (scriem:  ).A  AB

 Punctul C nu este situat pe dreapta AB (scriem: ).C  AB

 Punctul D este situat @n planul  (scriem: ). D  
 Punctul B’ nu este situat @n planul  (scriem: ). B

,  
 Dreapta AB este inclus[ @n planul  (scriem: ). AB  
 Dreapta AA’ nu este inclus[ @n planul  (scriem: ). AA

,

/ 
 Dreptele AB ]i AD se intersecteaz[ @n punctul A (scriem: ).AB  AD  A
 Dreapta BB’ intersecteaz[ planul  @n punctul B (scriem: ). BB

,

   B
 Dreptele AB ]i A’B’ nu au puncte comune (scriem: ).AB  A

,

B
,  

PROBLEME
1 Da\i exemple de paralelipipede dreptunghice pe care le @nt`lnim @n realitatea @nconjur[toare.

2 Care este num[rul minim de culori necesare pentru a colora fe\ele unui cub, dac[ oricare dou[ fe\e al[turate

ale cubului sunt colorate diferit?
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3 #n Figura 8, identifica\i desenele care reprezint[ aceea]i figur[ geometric[, v[zut[ din pozi\ii diferite.

4 Desena\i un cub MNPQM’N’P’Q’, av`nd baza MNPQ situat[ @ntr-un plan orizontal . Stabili\i rela\ii @ntre
elementele figurii ]i exprima\i-le @n limbaj matematic, folosind simbolurile ., , , /

5 Un zar de form[ cubic[ are proprietatea potrivit c[reia suma punctelor @nscrise pe oricare dou[ fe\e opuse este

aceea]i. Care dintre urm[toarele desene (vezi Figura 9) poate constitui desf[]urarea acestui zar?

6 C`te paralelipipede dreptunghice mici sunt @n Figura 10?
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Lec\ia 2. Determinarea dreptei, determinarea planului,
rela\ii @ntre puncte, drepte ]i plane

Cele mai simple rela\ii @ntre puncte, drepte ]i plane pot fi descrise cu ajutorul axiomelor. 

  Determinarea dreptei   

Una dintre axiomele geometriei plane afirm[ c[ dou[ puncte distincte din plan determin[ o dreapt[. #n\elesul

acestei axiome este urm[torul: oricare ar fi dou[ puncte distincte, exist[ o dreapt[ care le con\ine ]i aceast[ dreapt[

este unic[. Axioma r[m`ne adev[rat[ ]i @n spa\iu. 

 Dou[ puncte distincte determin[ o dreapt[. A1:

Dreapta determinat[ de punctele A ]i B se noteaz[ AB.

Consecin\[ a axiomei : Dac[ dou[ drepte au dou[ puncte distincte comune, atunci ele coincid. A1

  Pozi\ia unei drepte fa\[ de un plan   

 
Dac[ a]ez[m o rigl[ astfel @nc`t ambele capete ale sale s[ se afle @n planul tablei, atunci rigla se va afla @n

@ntregime @n planul tablei. 

  Dac[ dou[ puncte distincte ale unei drepte apar\in unui plan, atunci  dreapta determinat[ de aceste puncte esteA2:

inclus[ @n plan. 

Afirma\ia acestei axiome poate fi formulat[ @n limbaj matematic

astfel: dac[ ,  , atunci     (vezi Figura 11).A  B A  , B   AB  
Din axioma  deducem c[ o dreapt[ se poate afla fa\[ de un plan @nA2

urm[toarele pozi\ii: 

 dreapta nu are niciun punct comun cu planul;

 dreapta are un singur punct comun cu planul (dreapta ,,@n\eap[ planul”);

 dreapta este inclus[ @n plan.

Exemplu Dac[ not[m cu  planul @n care se afl[ baza
ABCD a paralelipipedului dreptunghic ABCDA’B’C’D’, atunci

dreapta A’B’ nu are niciun punct comun cu planul , dreapta
AA’ intersecteaz[ planul  @ntr-un singur punct, iar dreapta AB
este inclus[ @n planul  (vezi Figura 12). 

  Intersec\ia a dou[ plane  

Este posibil ca dou[ plane s[ aib[ exact un punct comun?

Pentru a r[spunde la aceast[ @ntrebare, s[ consider[m planul caietului

(notat cu ) ]i planul mesei (notat cu ). Dac[ a]ez[m caietul ca @n Figura 13, 
cele dou[ plane nu vor avea @n comun doar punctul A, pentru c[ planele sunt

nem[rginite. Cele dou[ plane se intersecteaz[ dup[ o dreapt[ ce trece prin

punctul A. 
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 Dac[ dou[ plane au @n comun un punct, atunci ele se intersecteaz[ dup[ o dreapt[ care trece prin acel punct.A3:

  Determinarea planului  

C`te plane se pot duce prin dou[ puncte date? Pentru a r[spunde la aceast[ @ntrebare, ne imagin[m o u][ care se

deschide, ocup`nd diverse pozi\ii, fiecare pozi\ie corespunz`nd unui plan care trece prin dou[ puncte fixe (puncte

reprezentate prin balamalele u]ii). Prin dou[ puncte date trec o infinitate de plane.

Deci, dou[ puncte distincte nu sunt suficiente pentru a determina un plan.

Dac[ se dau @n spa\iu trei puncte necoliniare, exist[ un plan care le con\ine ]i acest plan este unic.

 Trei puncte necoliniare determin[ un plan. A4:

Planul determinat de punctele A, B, C se noteaz[ cu  ]i se cite]te ,,planul ABC”.(ABC)

Consecin\[ a axiomei : Dac[ dou[ plane au trei puncte necoliniare comune, atunci ele coincid.A4

     Patru sau mai multe puncte situate @n acela]i plan se numesc puncte coplanare.

     Dou[ sau mai multe drepte situate @n acela]i plan se numesc drepte coplanare.

          Defini\ie

Folosind axioma  se poate demonstra o propozi\ie care exprim[ alte posibilit[\i de a determina un plan.A4

Propozi\ie  

a) O dreapt[ d ]i un punct A, exterior dreptei, determin[ un singur plan care se noteaz[: .(d, A)

b) Dou[ drepte concurente  determin[ un singur plan care se noteaz[: .d1 ]i d2 (d1, d2 )

c) Dou[ drepte paralele  determin[ un singur plan care se noteaz[: .d1 ]i d2 (d1, d2 )

  Pozi\ia relativ[ a dou[ drepte   

 Dou[ drepte distincte situate @n acela]i plan sunt sau concurente sau

paralele. #n spa\iu exist[ ]i drepte necoplanare. De exemplu, dac[

ABCDA’B’C’D’ este un cub, dreptele AA’ ]i BC sunt necoplanare.

 Dou[ drepte necoplanare nu sunt nici concurente nici paralele.

Re\ine!

Dou[ drepte (distincte) din spa\iu se pot afla una fa\[ de alta @n urm[toarele pozi\ii:

#n leg[tur[ cu dreptele paralele are loc axioma cunoscut[ sub numele de axioma paralelelor sau postulatul lui

Euclid.
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 Printr-un punct exterior unei drepte se poate duce o singur[ dreapt[ paralel[ cu dreapta dat[.A5:

   Exist[ patru puncte necoplanare.A6:

Probleme rezolvate
1 Fie ABCD un trapez cu  ]i M un punct care nu apar\ine planului (ABC). Demonstra\i c[ AB  CD

planele (MAD) ]i (MBC) au o dreapt[ comun[ ]i determina\i aceast[ dreapt[.

Solu\ie  Planele (MAD) ]i (MBC) au @n comun punctul M, deci se intersecteaz[

dup[ o dreapt[ care trece prin M. Pentru a determina dreapta, trebuie s[ g[sim @nc[

un punct al ei. Dreptele AD ]i BC se intersecteaz[ @ntr-un punct E. 

(Vezi Figura 15.)

 Din faptul c[  ]i , rezult[ c[ . E  AD AD  (MAD) E  (MAD)

Din faptul c[  ]i , rezult[ c[ .E  BC BC  (MBC) E  (MBC)

Planele (MAD) ]i (MBC) au @n comun punctele M ]i E, deci intersec\ia lor este

dreapta ME.

     2  Consider[m @n spa\iu triunghiurile ABC ]i DEF nesituate @n

acela]i plan, astfel @nc`t AB ]i DE se intersecteaz[ @n M, AC ]i DF se intersecteaz[

@n N, iar BC ]i EF se intersecteaz[ @n P. 

Demonstra\i c[ punctele M, N, P sunt coliniare

(vezi Figura 16).

Solu\ie  , deci ;  ]i , deci . Analog se arat[ c[M  AB ]i AB  (ABC) M  (ABC) M  DE DE  (DEF) M  (DEF)

punctele N ]i P apar\in at`t planului (ABC), c`t ]i planului (DEF). Dac[ punctele M, N, P ar fi necoliniare, atunci

planele (ABC) ]i (DEF) ar coincide, ceea ce contrazice ipoteza. Deci M, N, P sunt coliniare. 

PROBLEME

1 a) C`te drepte trec printr-un punct A?

b) C`te plane trec prin dou[ puncte distincte?

2 #n desenul din Figura 17 punctele , , .A, B   C  AB D  
a) Care este pozi\ia punctului C fa\[ de planul ?
b) Care este pozi\ia dreptei CD fa\[ de planul ?

3 Se consider[ punctele A ]i B con\inute @ntr-un plan  ]i  . Dac[ M este mijlocul segmentului  ]i N C   AC

este mijlocul segmentului , stabili\i valorile de adev[r ale propozi\iilor:BC

a) ; b) ; c) ; d) ; e) ; f) .M   M   AC   AB   MB   MN  
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4 #ntr-un plan  se consider[ punctele A, B, C, D despre care se ]tie c[ A, B, C sunt coliniare ]i . D  AB

Stabili\i valoarea de adev[r a urm[toarelor propozi\ii:

a) ; b) Exist[ un plan unic care con\ine punctele A, B, C?   (ABD)

c) ; d) ;  e) .  (ADC) (ADB)  (BCD) B  (ADC)

5 Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare.

a) Este posibil ca printre cele patru puncte s[ existe trei coliniare? Justifica\i r[spunsul!

b) Unind punctele dou[ c`te dou[ @n toate modurile posibile, c`te drepte se ob\in?

6 Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare. C`te plane ob\inem, dac[ consider[m toate planele ce trec prin c`te

trei din cele patru puncte?

7 Se consider[ dreptele a, b, c care se intersecteaz[ @n punctele A, B, C ca @n

Figura 18. Stabili\i valoarea de adev[r a fiec[reia dintre urm[toarele propozi\ii:

a) ; b) ;(b, a)  (a, c) (b, c)  (b, B)

c) ; d) ;(ABC)  (a, c) (ABC)  (AB, C)

e) ; f) exist[ planul . (ABC)  (AB, AC) (b, A)

8 #n desenul din Figura 19,  este linie mijlocie @n triunghiul ABC. DE

Preciza\i valorile de adev[r ale propozi\iilor:

a) ; b) ;(ADE)  (ABC) DE  (ABC)

c) ; d) .BC  (ADE) (ABE)  (BC, DE)

9 Fie dreptele paralele d ]i g. Dac[ ,  , ar[ta\i c[ . A  d, B  d, D  g, C  g M  AD, N  BC MN  (d, g)

  10Se consider[ punctele necoliniare A, B, C. Dac[  ]i , preciza\i valorile de adev[r ale urm[-M  AB N  BC

toarelor propozi\ii:

a) ; b) ;     c) ; d) ; e) .(ABC)  (BAC) M  (ABC) N  (ABC) MN  (ABC) (ABC)  (MNA)

  11 Se consider[ punctele A, B, C, D necoplanare. Completa\i: a) ;(ABC)  (ABD)  . . .

b) ; c) ; d) (ABC)  (ACD)  . . . (ABC)  (BCD)  . . . AB  . . . ]i AB  . . .

  12 #ntr-un plan sunt date trei puncte A, B, C ]i @n afara lui un punct D. Unind punctele dou[ c`te dou[ @n toate

modurile posibile, care este num[rul maxim de drepte distincte care se poate ob\ine? Dar num[rul minim?

  13 Triunghiul ABC are laturile AB ]i AC incluse @n planul . Ce rela\ie este @ntre planul  ]i ?  (AB, AC)

  14 O dreapt[ c intersecteaz[ dreptele paralele a ]i b @n punctele A ]i respectiv B. Ar[ta\i c[  (a, b)  (a, c) ]i

.(a, c)  (b, c)

 15 Trei drepte trec printr-un acela]i punct ]i nu sunt @n acela]i plan. C`te plane ob\inem dac[ consider[m toate

planele ce con\in c`te dou[ dintre cele trei drepte?

 16 Fie a, b, c trei drepte concurente dou[ c`te dou[, dar f[r[ s[ aib[ un punct comun. Ar[ta\i c[ dreptele sunt

coplanare. 

 17 Fie ABCD un paralelogram ]i E, un punct care nu apar\ine planului (ABC). Determina\i intersec\ia planelor

(EAC) ]i (EBD). 
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Lec\ia 3.  Corpuri geometrice: piramida, 

piramida regulat[, tetraedrul regulat  

Imaginea 20 reprezint[ o fotografie a piramidei lui Keops, 

una dintre cele ]apte minuni ale lumii, construit[ @n jurul anului 

2560 @.H. 

Modelul matematic al piramidei lui Keops este corpul geometric reprezentat @n

Figura 21, numit piramid[ patrulater[. 

Pentru a descoperi no\iunea geometric[ de

piramid[, reamintim mai @nt`i no\iunea de suprafa\[

poligonal[. Pentru un poligon dat, numim suprafa\[

poligonal[ reuniunea dintre poligon ]i interiorul s[u.

Mul\imile ha]urate @n Figura 22 sunt suprafe\e

poligonale. 

#n Figura 23 este reprezentat[ o piramid[ av`nd baza un patrulater

oarecare. 

Dac[  este un patrulater inclus @ntr-un plan , iar V este unA1A2A3A4 
punct care nu apar\ine planului , piramida  este corpul VA1A2A3A4

solid m[rginit de suprafa\a poligonal[  ]i de suprafe\eleA1A2A3A4

triunghiulare .VA1A2, VA2A3, VA3A4 ]i VA4A1

Cu alte cuvinte, piramida  este mul\imea ob\inut[ reunindVA1A2A3A4

toate segmentele de forma , unde M descrie suprafa\a poligonal[ .VM A1A2A3A4

Elementele piramidei  sunt urm[toarele:VA1A2A3A4

 Baza piramidei: suprafa\a poligonal[ .A1A2A3A4

 V`rful piramidei: punctul V.

 Muchiile piramidei: 





muchiile bazei sunt segmentele: A1A2, A2A3, A3A4 ]i A4A1;

muchiile laterale sunt segmentele: VA1, VA2, VA3 ]i VA4.

 Fe\ele laterale ale piramidei sunt suprafe\ele triunghiulare:  ]i .VA1A2, VA2A3, VA3A4 VA4A1
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Observa\ie Prin v`rfurile piramidei  @n\elegem at`t v`rful V, c`t ]i v`rfurile bazei, iarVA1A2A3A4

prin fe\ele piramidei @n\elegem at`t baza, c`t ]i fe\ele laterale.

Analog se poate trata cazul general al piramidei , av`nd ca baz[ un poligon cu n laturi, unde n esteVA1A2... An

orice num[r natural, .n  3

Aceast[ piramid[ are:  muchii (n muchii laterale ]i n muchii ale bazei),  fe\e (n fe\e laterale la care se2n n  1

adaug[ baza) ]i  v`rfuri (n v`rfuri ale poligonului bazei la care se adaug[ v`rful V).n  1

 Clasificarea piramidelor dup[ forma bazei  

Piramidele se pot clasifica @n func\ie de num[rul laturilor poligonului ce formeaz[ baza. Astfel, avem piramide

triunghiulare, patrulatere, pentagonale, hexagonale etc.

  Piramida regulat[  

     O piramid[ se nume]te piramid[ regulat[ dac[ baza este un poligon regulat, iar muchiile

laterale sunt congruente.

          Defini\ie

Exemple 1.  Piramidele egiptene sunt piramide patrulatere regulate.

2.  Piramida care are ca baz[ un triunghi echilateral, iar muchiile laterale sunt congruente este o pira-

mid[ triunghiular[ regulat[.

   Tetraedrul regulat   

  O piramid[ triunghiular[ se nume]te tetraedru.

  Un tetraedru ale c[rui fe\e sunt toate triunghiuri echilaterale se nume]te tetraedru regulat.

          Defini\ie

Tetraedrul are patru fe\e triunghiulare, patru v`rfuri ]i 6 muchii.

(Vezi Figura 24.)

Observa\ii 

1.  Oricare patru puncte necoplanare determin[ un tetraedru, av`nd v`rfurile @n punctele date. 

2.  Cuv`ntul tetraedru este de origine greac[ ]i @nseamn[ poliedru cu 4 fe\e. Prin poliedru, @n\e-

legem un corp solid m[rginit de suprafe\e poligonale. Piramida ]i paralelipipedul sunt exemple de

poliedre.
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 Desf[]urarea piramidei 

Fie VABC o piramid[ triunghiular[ regulat[. Ne imagin[m suprafa\a piramidei

alc[tuit[ din carton. Dac[ t[iem cartonul de-a lungul muchiilor laterale, @ndoim ]i rotim

fe\ele laterale p`n[ c`nd ajung @n acela]i plan, ob\inem desf[]urarea din Figura 25. 

Aceasta nu este singura desf[]urare posibil[ a piramidei considerate.

 De exemplu, dac[ t[iem de-a lungul muchiilor , ob\inem desf[]urarea din Figura 26.VA, AC ]i BC

Invers, pornind de la o desf[]urare, putem reconstitui piramida. 

Analog, se poate vorbi de desf[]urarea altor corpuri geometrice.

Probleme rezolvate
1   Demonstra\i c[, dac[ ABCDA’B’C’D’ este un cub, atunci ACB’D’ este un tetraedru regulat. 

Solu\ie  Punctele A, C, B’, D’ sunt necoplanare, deci sunt

v`rfurile unui tetraedru. Not[m cu a lungimea laturii cubului. 

Atunci ,  AC  AB
,  B

,

C  AD
, CD

,  B
,

D
,  a 2

deci tetraedrul este regulat (vezi Figura 27).

     2  Demonstra\i c[ muchia lateral[ a unei piramide hexagonale regulate este mai mare dec`t muchia bazei.

Solu\ie  Not[m baza piramidei cu ABCDEF ]i v`rful cu V (vezi Figura 28). 

Fie  ]i . Hexagonul regulat ABCDEF poate fi @nscris @ntr-unAB  a VA  b

cerc de diametru AD. Cum raza cercului circumscris hexagonului regulat este

congruent[ cu latura, deducem c[ . #n triunghiul VAD, avem AD  2a

, adic[ , de unde . AD  VA  VD 2a  b  b a  b

    Geometrie                                                                                                                                                

   - 90 -

A

B C

V2V1

V3

Figura 25

V

B C
C

Figura 26

A1 A2

1

2

A B

C
D

A'

D' C'

B'

Figura 27

A

B C

D

EF

V

Figura 28



PROBLEME
1 Numi\i corpurile geometrice din Figura 29:

2 Completa\i tabelul:

hexagonal[

pentagonal[

patrulater[

triunghiular[

muchii (M)v`rfuri (V)fe\e (F)
M + VV + F

Num[rul de

Piramida

Ce concluzie pute\i formula, analiz`nd ultimele dou[ coloane ale tabelului?

3 #ndoi\i un triunghi ascu\itunghic dup[ liniile mijlocii p`n[ c`nd cele trei v`rfuri coincid. Ce corp geometric

ob\ine\i?

4 Confec\iona\i din carton o piramid[ triunghiular[ cu toate muchiile egale cu 10 cm. Calcula\i aria suprafe\ei

de carton necesar[. 

5 Care este num[rul maxim de triunghiuri echilaterale pe care @l putem ob\ine din 6 chibrituri, f[r[ a t[ia niciun

chibrit?

6 Preciza\i valoarea de adev[r a propozi\iilor:

p: Orice tetraedru regulat este o piramid[ triunghiular[ regulat[;

q: Orice piramid[ triunghiular[ regulat[ este un tetraedru regulat.

Justifica\i r[spunsurile!

7 Fie ABCD un tetraedru regulat. Not[m cu M mijlocul muchiei  ]i cu N mijlocul muchiei .AB CD

a) Demonstra\i c[ triunghiurile ABN ]i CDM sunt isoscele.

b) Determina\i intersec\ia planelor (ABN) ]i (CDM).

8 a) Cum se nume]te piramida care are 4 v`rfuri?

b) Cum se nume]te piramida care are 7 v`rfuri?

c) Cum se nume]te piramida care are 8 muchii?

d) Cum se nume]te piramida cu 6 muchii congruente?
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9 Figura 30 reprezint[ desf[]urarea pe un plan a unei piramide patrulatere

cu baza un p[trat ]i av`nd toate muchiile egale cu 10 cm.

a) Calcula\i VV’.

b) Confec\iona\i din carton figura al[turat[ ]i apoi prin lipire o piramid[

patrulater[.

c) Pute\i ob\ine ]i o alt[ desf[]urare pe plan a piramidei confec\ionate?

  10O piramid[ patrulater[ regulat[ are baza ABCD ]i v`rful S. Dintre

muchiile piramidei, indica\i: a) o pereche de muchii concurente;

b) o pereche de muchii paralele; c) o pereche de muchii necoplanare.

  11 Fie SABC o piramid[ triunghiular[. Not[m cu M, N, P, respectiv mijloacele muchiilor  aleBC, CA ]i AB

bazei. Demonstra\i c[ planele (SAM), (SBN) ]i (SCP) au o dreapt[ comun[.

  12 Fie ABCD un tetraedru regulat  de muchie 6 cm. 

a) Calcula\i suma lungimilor tuturor muchiilor tetraedrului.

b) Calcula\i suma ariilor fe\elor tetraedrului.

 TEME DE SINTEZ{
 Recomandate pentru lucru @n echipe

1 Pe o mas[ rotund[ este a]ezat[ o fa\[ de mas[ p[trat[, astfel @nc`t centrul de simetrie al p[tratului coincide cu

centrul cercului. Diametrul mesei este de 80 cm, latura fe\ei de mas[ este de 1,20 m, iar @n[l\imea mesei este

de 75 cm. La ce @n[l\ime fa\[ de podea se vor afla col\urile fe\ei de mas[?

2 Se consider[ @n spa\iu cinci puncte A, B, C, D, E, astfel @nc`t oricare trei dintre ele sunt necoliniare. Afla\i

probabilitatea potrivit c[reia, dac[ lu[m la @nt`mplare o dreapt[ determinat[ de dou[ dintre cele 5 puncte,

aceasta s[ nu treac[ prin A.

3 Fie o piramid[ triunghiular[ regulat[ SBAC de v`rf S,  ]i . O furnic[ pleac[ dinASB  40  SA  20 cm

punctul A ]i se deplaseaz[ pe suprafa\a lateral[ a piramidei, revenind @n punctul A dup[ ce a trecut printr-un

punct situat pe muchia  ]i printr-un punct situat pe muchia . Calcula\i lungimea minim[ a drumuluiSB SC

parcurs de furnic[.

4 Fie SABCD o piramid[ patrulater[ regulat[ cu baza ABCD ]i cu toate muchiile egale cu  Punctele E2a, a  0.

]i F sunt mijloacele muchiilor respectiv  AD, BC.

a) Calcula\i suma ariilor fe\elor piramidei SABCD.

b) Calcula\i aria triunghiului SEF.

5 Andrei merge @ntr-o tab[r[ de alpinism. El escaladeaz[ o st`nc[ care are

forma unei piramide patrulatere regulate VMNPQ cu v`rful V, av`nd

toate muchiile de lungime 12 m. }tiind c[ pleac[ din punctul M ]i ajunge

@n punctul R, mijlocul muchiei VP, deplas`ndu-se @n linie dreapt[ pe

fe\ele (VMN), (VNP) ]i c[ a parcurs drumul de lungime minim[ @ntre

cele dou[ puncte, ar[ta\i c[ drumul parcurs de Andrei este mai mare de

15 m. (Vezi Figura 31.)
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Lec\ia 4.  Prisma dreapt[, paralelipipedul dreptunghic, cubul

 Descrierea prismei; elementele prismei; clasificare  

#n Figura 32 sunt reprezentate dou[ cutii de bomboane. 

Prima are ca baze (baza superioar[ ]i cea inferioar[) dou[

p[trate. A doua cutie are ca baze dou[ hexagoane regulate. 

Fe\ele laterale ale cutiilor sunt dreptunghiuri.

Corpurile geometrice din Figura 32 vor fi numite prisme.

 Prisma este un poliedru m[rginit de dou[ baze care sunt poligoane congruente nesituate @n

acela]i plan ]i de fe\ele laterale care sunt paralelograme. 

 Numele unei prisme este dat de num[rul laturilor bazei.  

          Defini\ie

#n Figura 33 este reprezentat[ o prism[ triunghiular[ ABCA’B’C’.

Elementele acestei prisme sunt:

 bazele: triunghiurile ABC ]i A’B’C’;

 fe\ele laterale: paralelogramele ABB’A’, BCC’B’  ]i ACC’A’;

 v`rfurile: A, B, C, A’, B’, C’;

 muchiile laterale: AA’, BB’, CC’.

#n Figura 34 este reprezentat[ o prism[ patrulater[ ABCDA’B’C’D’.

#n cele ce urmeaz[, ne vom concentra aten\ia asupra prismelor care au fe\ele laterale dreptunghiulare, deoarece

majoritatea prismelor @nt`lnite @n realitatea @nconjur[toare se @ncadreaz[ @n aceast[ categorie.

  Se nume]te prism[ dreapt[, o prism[ ale c[rei fe\e laterale sunt dreptunghiuri.

  Prismele care nu sunt drepte se numesc prisme oblice.

  Prismele drepte care au ca baze poligoane regulate se numesc prisme regulate.

          Defini\ie

Exemplu  Prismele din Figura 32 sunt drepte, iar prismele din Figurile 33 ]i 34 sunt oblice. Prismele din

Figura 32 sunt prisme regulate ]i anume: o prism[ patrulater[ regulat[ ]i o prism[ hexagonal[ regulat[.
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  Paralelipipedul dreptunghic  

  Se nume]te paralelipiped dreptunghic o prism[ dreapt[ cu baza dreptunghi.

  Paralelipipedul dreptunghic are ]ase fe\e dreptunghiulare, 8 v`rfuri ]i 12 muchii.

          Defini\ie

Numeroase obiecte din realitatea @nconjur[toare au forma unor

paralelipipede dreptunghice. De exemplu: dulapul, cutia de chibrituri,

sala de clas[. Lungimile a trei muchii concurente ale unui paralelipiped

dreptunghic se numesc dimensiunile paralelipipedului dreptunghic. 

Aceste dimensiuni poart[ numele de lungime, l[\ime ]i @n[l\ime (vezi

Figura 35).  

  Cubul  

Un caz particular al paralelipipedului dreptunghic @l constituie cubul.

     Cubul este un paralelipiped dreptunghic cu toate dimensiunile egale.

          Defini\ie

Re\ine!

Toate cele ]ase fe\e ale cubului sunt p[trate.

Cubul din Figura 36 are toate cele patru fe\e laterale ]i cele dou[ baze p[trate.

Observa\ie  

O prism[ patrulater[ regulat[ este un paralelipiped dreptunghic care are  dou[ dimensiuni egale. 
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Tabelul urm[tor cuprinde exemple de prisme drepte.

6128Are toate fe\ele p[trate.
Cubul

6128
Are toate fe\ele dreptunghiuri.

Paraleli-
piped

dreptunghic

81812

CDD
,

C
,

fa\[ lateral[

     ]iABCDEF

A’B’C’D’E’F’  

hexagoane

regulate

congruente

Prisma
hexagonal[

regulat[ 

6128

 DEE
,

D
,

fa\[ lateral[

         ]iDEFG

      D’E’F’G’  

p[trate

congruente

D

G

E

F

E'

F'

D'

G'

Prisma
patrulater[
regulat[ 

596

 ABB
,

A
,

fa\[ lateral[

  A’B’C’ABC ]i 

triunghiuri

echilaterale 

congruente

Prisma
triun-

ghiular[
regulat[ 

Nr.

fe\e
Nr. muchiiNr. v`rfuri

Fe\ele laterale

au form[ de

dreptunghi

Dou[ baze

congruente
Desen

Corp

geometric
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PROBLEME

1 Confec\iona\i din carton corpuri geometrice care au urm[toarele desf[]ur[ri:

2 Care dintre desenele de mai jos reprezint[ desf[]urarea unui cub?

3 Care dintre desenele de mai jos reprezint[ desf[]urarea unui paralelipiped dreptunghic?

Confec\iona\i din carton aceste desf[]ur[ri ]i apoi prin @ndoire confec\iona\i paralelipipedul (@n cazul @n care

este posibil).
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4 Desf[]urarea unui cub are aria egal[ cu . Afla\i lungimea muchiei cubului.36 cm2

5 O prism[ hexagonal[ regulat[ are toate muchiile congruente, av`nd lungimea de 8 cm. Afla\i aria

desf[]ur[rii. 

6 a) Confec\iona\i din carton o prism[ hexagonal[ regulat[ cu toate muchiile de 5 cm.

b) Desena\i o prism[ hexagonal[ dreapt[.

c) Desena\i desf[]urarea prismei confec\ionate la punctul a).

7 O prism[ triunghiular[ regulat[ are toate muchiile congruente, av`nd lungimea de 8 cm. 

Afla\i aria desf[]ur[rii.

8 #n Figura 40 este reprezentat[ o cl[dire av`nd forma unei prisme drepte.

Desena\i prisma, nota\i v`rfurile sale ]i preciza\i-i elementele.

  9 Preciza\i cum se nume]te o prism[ care are:

a) 6 v`rfuri; b) 10 v`rfuri; c) 8 fe\e;

d) 4 fe\e laterale; e) 5 muchii laterale; f) 12 muchii.

 10 #n Figura 41 este reprezentat[ desf[]urarea unei prisme drepte

ABCA’B’C’. Baza prismei este triunghiul ABC dreptunghic @n A

cu  ]i . }tiind c[ BMM’B’ este un p[trat,AB  12 cm AC  9 cm

calcula\i dimensiunile dreptunghiului ANN’A’. 

Desena\i figura pe un carton ]i construi\i prisma.

  11  O prism[ triunghiular[ regulat[ ABCDEF are  ]i  O furnic[ pleac[ din A ]i ajunge @n DAB  4 cm AD  5 cm.

pe drumul cel mai scurt, travers`nd toate fe\ele laterale ale prismei.

a) Desf[]ura\i pe un plan prisma.

b) Trasa\i drumul parcurs de furnic[ ]i calcula\i lungimea acestuia.

    Geometrie                                                                                                                                                

   - 97 -

Figura 40

A'

C'

B' M' N'

A
B

C

M N

Figura 41



Lec\ia 5.  Cilindrul circular drept

 Conul circular drept

  Descrierea cilindrului circular drept  

 Elementele cilindrului circular drept 

Multe dintre obiectele pe care le @nt`lnim ]i le folosim frecvent @n cotidian, ca de exemplu: monede, cutii, vase de

uz casnic, recipiente, tuburi etc., au forme de cilindru circular drept. (Vezi Figura 42.)

#n Figura 43, am reprezentat o suprafa\[ dreptunghiular[ . Dac[ aceast[OO
,

A
,

A

suprafa\[ se rote]te @n jurul dreptei , se ob\ine un cilindru circular drept.OO
,

Spunem c[ cilindrul circular drept este un corp de rota\ie.

     Cilindrul circular drept este corpul de rota\ie care se ob\ine prin rotirea unei suprafe\e dreptun-

ghiulare @n jurul uneia dintre laturile sale.

          Defini\ie

Vom pune @n eviden\[ elementele sale.

   Prin rotirea suprafe\ei dreptunghiulare  @n jurul lui  segmentul  descrie discul de centru O ]iOO
,

A
,

A OO
,

, OA

raz[ OA, iar segmentul  descrie discul de centru ]i raz[  O
,

A
,

O
,

O
,

A
,

.

Cele dou[ discuri constituie bazele cilindrului circular drept. Bazele sunt dou[ discuri de raze egale. 

  Dreapta  determinat[ de centrele bazelor se nume]te axa cilindrului (axa de rota\ie).OO
,

   Segmentul  ]i oricare dintre pozi\iile ocupate de acest segment @n cursul rota\iei poart[ numele deAA
,

generatoare. Deci o generatoare a cilindrului circular drept este un segment , unde M ]i  apar\in respectivMM
,

M
,

cercurilor celor dou[ baze, iar patrulaterul  este un dreptunghi.OMM
,

O
,

 Desf[]urarea cilindrului circular drept 

 

O generatoare a cilindrului circular drept, rotindu-se @n jurul axei, genereaz[ suprafa\a

lateral[ a cilindrului. #n Figura 44 este reprezentat[ o cutie de carton cilindric[ a c[rei

suprafa\[ este colorat[ @n ro]u, iar bazele sunt ha]urate.
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Decup`nd cercurile bazelor ]i t[ind suprafa\a lateral[ de-a lungul unei

generatoare, suprafa\a cutiei poate fi desf[]urat[ pe un plan. (Vezi Figura 45.)

Desf[]urarea suprafe\ei laterale este un dreptunghi av`nd o dimensiune egal[ cu

lungimea cercului bazei, iar cealalt[ dimensiune egal[ cu generatoarea cilindrului.

  Descrierea conului circular drept  

      Elementele conului circular drept 

 

#n via\a cotidian[, @n natur[, @n tehnic[, @nt`lnim obiecte care au form[ de con, cum sunt: diverse vase, recipiente

(@n form[ de conuri cu v`rful @n jos), p`lnii, acoperi]urile unor turnuri, v`rfuri ale unor unelte, v`rfurile creioanelor

ascu\ite cu ascu\itoarea; formele de relief numite conuri vulcanice au aproximativ form[ de con.  

Conul circular drept este un corp de rota\ie.

#n Figura 46, am reprezentat o suprafa\[ trunghiular[ VAO cu unghiul O de 90 . Dac[  

aceast[ suprafa\[ se rote]te @n jurul dreptei VO, se ob\ine un con circular drept. 

Vom pune @n eviden\[ elementele unui con circular drept.

 Punctul V reprezint[ v`rful  conului;

 Prin rotirea suprafe\ei triunghiulare VAO @n jurul catetei VO, segmentul OA

descrie discul de centru O ]i raz[ OA. Acest disc constituie baza conului circular drept; 

 Dreapta VO reprezint[ axa conului (axa de rota\ie);

 Segmentul  ]i oricare dintre pozi\iile ocupate de acest segment @n cursul rota\ieiVA

poart[ numele de generatoare. A]adar, o generatoare a conului circular drept este un segment , unde M apar\ineVM

cercului bazei.

    Conul circular drept este un corp de rota\ie care se ob\ine prin rotirea unei suprafe\e triun-

ghiulare drepte @n jurul unei catete.

          Defini\ie

  Desf[]urarea conului circular drept  

Reuniunea tuturor segmentelor , unde V este v`rful conului, iar punctul M esteVM

mobil pe cercul bazei, formeaz[ suprafa\a lateral[ a conului.

Desf[]urarea pe un plan a suprafe\ei laterale a unui con circular drept este un

sector circular a c[rui raz[ este generatoarea conului, iar lungimea arcului cores-

punz[tor sectorului este egal[ cu lungimea cercului bazei. (Vezi Figura 47.)

Tem[ pentru lucru @n echipe  

Dintr-o bucat[ de carton, t[ia\i un sector circular, apoi prin @ndoire ]i lipire, confec\iona\i un coif reprezent`nd

suprafa\a lateral[ a unui con circular drept.
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 Problem[ rezolvat[ 
Pentru a urca de la parterul P al unui magazin la etajul E, se 

folose]te o scar[ ,,@n spiral[” ca @n figur[. Dac[ raza ,,casei

sc[rilor” este de 3 m ]i @n[l\imea acesteia este de 6 m, iar distan\a  m,EE
,  4

calcula\i lungimea drumului PE parcurs de o persoan[ pe sc[ri. (Vezi Figura 48.)

Solu\ie  Desf[]ur`nd pe un plan suprafa\a ,,casei sc[rilor”, se ob\ine un dreptunghi cu dimensiunile  m ]i 6 m.6
Lungimea drumului parcurs de la parter la etaj este suma lungimilor segmentelor  ]i . Avem PP1 P1

,

E

]i deci  m.PP1  362  16 P1

,

E  92  4 PP1  P1

,

E  3 92  4

(Vezi Figura 49.)

Folosind un calculator, g[sim c[ lungimea drumului este de aproximativ      

29 metri.

PROBLEME
1  Un cilindru circular drept are raza bazei  ]i generatoarea  Calcula\i aria desf[]ur[riiR  4 cm G  10 cm.

suprafe\ei laterale a cilidrului.

2  Un pahar cilindric are raza de 3 cm ]i generatoarea de 8 cm. O furnic[ porne]te dintr-un punct M al bazei

vasului, ocole]te o dat[ suprafa\a lateral[ a paharului ]i ajunge la baza superioar[ a paharului @ntr-un punct N

situat pe aceea]i generatoare cu punctul M. Afla\i lungimea celui mai scurt drum posibil de la punctul M la

punctul N.

3  Un cilindru circular drept are aria bazei  ]i generatoarea de 8 cm. Calcula\i aria desf[]ur[rii laterale a36 cm2

cilindrului.

4  Un cilindru circular drept are raza bazei  ]i aria desf[]ur[rii laterale egal[ cu  Calcula\iR  5 cm 80 cm2.

lungimea generatoarei cilindrului.

5  Desf[]urarea suprafe\ei laterale a unui cilindru este un p[trat cu latura  Calcula\i ce lungime are20 cm.

diametrul bazei cilindrului.

6  Da\i exemple de corpuri din realitatea @nconjur[toare care au form[ de con.

7  Desf[]urarea suprafe\ei laterale a unui con circular drept este un sector de cerc cu raza  ]i unghiul de R  6 cm

 Calcula\i aria sectorului de cerc ]i raza bazei conului.120.

8  Un con circular drept are generatoarea  ]i raza bazei  Calcula\i unghiul sectorului de arcG  12 cm R  9 cm.

corespunz[tor desf[]ur[rii suprafe\ei laterale a conului.
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Lec\ia 6.  Paralelism: drepte paralele, unghiul a dou[ drepte

  Drepte paralele 

      Dou[ drepte sunt paralele dac[ sunt coplanare ]i nu au puncte comune.

          Defini\ie

}tim c[ rela\ia de paralelism @n plan are urm[toarele propriet[\i: rela\ia este simetric[  (dac[ )a  b, atunci b  a

]i este tranzitiv[ (dac[  a  b ]i b  c, atunci a  c.
Proprietate  Dou[ drepte distincte din spa\iu paralele cu o a treia dreapt[ sunt paralele @ntre ele.

Aplica\ie  Diagonalele unui paralelipiped dreptunghic sunt concurente. 

Punctul de intersec\ie reprezint[ mijlocul fiec[rei diagonale. 

Demonstra\ie  Fie ABCDA’B’C’D’ un paralelipiped dreptunghic

(vezi Figura 50). Patrulaterele ABB’A’ ]i A’B’C’D’ fiind dreptunghiuri,

avem , deci .AB  A
,

B
,

]i A
,

B
,

 C
,

D
,

AB  C
,

D
,

De asemenea, , deci . Rezult[AB  A
,

B
,

]i A
,

B
,  C

,

D
,

AB  C
,

D
,

c[ ABC’D’ este paralelogram, prin urmare segmentele  seAC
,

]i BD
,

intersecteaz[ @n mijlocul fiec[ruia. Fie O, acest punct.

Se arat[ analog c[ patrulaterul ADC’B’ este paralelogram, deci

mijloacele diagonalelor sale coincid, adic[ mijlocul lui  coincide cu mijlocul O al lui , apoi c[ patrulaterulB
,

D AC
,

BCD’A’ este paralelogram, deci mijloacele diagonalelor sale coincid, adic[ mijlocul lui  coincide cu mijlocul OCA
,

al lui .BD
,

Observa\ie Din demonstra\ia anterioar[ deducem c[ intersec\ia diagonalelor este centru de simetrie

al paralelipipedului dreptunghic.

 M[sura unghiului a dou[ drepte @n spa\iu   

Cunoa]tem modul @n care se define]te m[sura unghiului a dou[ drepte din plan.

 Dac[ dreptele sunt concurente, ele formeaz[ patru unghiuri, dintre care dou[ ascu\ite ]i dou[ obtuze, sau toate

patru, drepte. M[sura unghiului celor dou[ drepte este m[sura unuia dintre unghiurile ascu\ite (sau drepte).

 Dac[ dreptele sunt paralele sau coincid, m[sura unghiului lor este zero grade.

R[m`ne s[ definim m[sura unghiului a dou[ drepte necoplanare.   

#n Figura  51 este reprezentat[ o prism[ triunghiular[.

   Deoarece fe\ele laterale ABB’A’ ]i ACC’A’ sunt  paralelograme, avem  ]i AB  A
,

B
,

.  Deci unghiurile BAC ]i B’A’C’ sunt unghiuri cu  laturile respectiv  AC  A
,

C
,  

paralele. 

Din faptul c[ triunghiurile ABC ]i A’B’C’ sunt congruente (conform cazului

L.L.L.), rezult[  . BAC  B
,

A
,

C
,

Fie  semidreapta opus[ semidreptei . Unghiurile A
,

B
, ,

A
,

B
, BAC ]i B

, ,

A
,

C
,

au de asemenea laturile respectiv paralele. Din faptul c[ , iar BAC B
,

A
,

C
,

 ]i  sunt suplementare, deducem c[ unghiurile  ]i B
,

A
,

C
, B

, ,

A
,

C
, BAC

 sunt suplementare.B
, ,

A
,

C
,
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     Dou[ unghiuri cu laturile respectiv paralele sunt congruente sau suplementare. 

          Teorem[

Mai precis, dou[ unghiuri cu laturile respectiv paralele sunt:

 congruente, dac[ sunt am`ndou[ ascu\ite sau am`ndou[ obtuze sau dac[ unul dintre ele este drept;

 suplementare, dac[ unul este ascu\it ]i cel[lalt obutz.

Dac[ a ]i b sunt dou[ drepte necoplanare, le asociem dou[ drepte concurente, @n felul urm[tor:

Algoritmul construc\iei unghiului a dou[ drepte necoplanare

 Printr-un punct oarecare O, ducem dreptele . a
,

 a ]i b
,

 b

 Prin defini\ie, m[sura unghiului format de dreptele a ]i b este m[sura unghiului dreptelor a’ ]i b’.   

 Scriem  sau . (Vezi Figura 52 a).)  a, b  a
,

, b
,

a, b  a
,

, b
,

Astfel, dac[ alegem pe dreapta a un punct A prin care ducem dreapta , avem . b
, ,

 b (a, b) (a, b
, ,
)

(Vezi Figura 52 b).)

Observa\ii 

1. Din teorema cu privire la unghiurile cu laturile respectiv paralele, rezult[ c[ m[sura unghiului

dreptelor a’ ]i b’ nu depinde de pozi\ia punctului O.

2. #n probleme, pentru a pune @n eviden\[ unghiul a dou[ drepte necoplanare a ]i b, este convenabil

ca printr-un punct al unei drepte s[ ducem o paralel[ la cealalt[.

De exemplu, dac[ ABCA’B’C’ este o prism[ dreapt[ av`nd ca baz[ un triunghi

echilateral, m[sura unghiului dreptelor AB ]i A’C’ este m[sura unghiului ascu\it format

de dreapta AB cu paralela dus[ prin A la A’C’, adic[ . (Vezi Figura 53.)BAC  60 

Problem[ rezolvat[
Fie ABCD un tetraedru regulat. M ]i N

sunt mijloacele muchiilor  ]i , iar P ]i Q suntAB AC

mijloacele muchiilor  ]i . Identifica\i unghiurileCD BD

dreptelor: a) MN ]i CD; b) BN ]i CD;

 c) PM ]i NQ; d) AD ]i BC.

Demonstra\i c[ MNPQ este un p[trat ]i c[ AD  BC.
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Solu\ie   a) Prin C este dus[ paralela BC la MN. (Segmentul  este linie mijlocie @n triunghiul ABC). Rezult[ c[MN

. (MN, CD) BCD

   b) Se consider[ S, mijlocul lui . Avem , deci  . AD NS  CD (BN, CD)  (BN, NS)

  c) Patrulaterul MNPQ este romb. #ntr-adev[r,  ]i . De asemenea, MN  BC PQ  BC MN  PQ  1
2

BC

(sunt linii mijlocii). Cum  ]i deoarece tetraedrul este regulat, ob\inem . Prin urmare ,MQ  1
2

AD MQ  MN MPNQ

deci (MP, NQ) MON, unde MP MQ  O.

   d) , deci . MQ  AD ]i MN  BC (BC, AD) QMN

Am demonstrat c[ MNPQ este romb; ar[t[m c[ este de fapt p[trat. #ntr-adev[r, triunghiurile PAB ]i NBD sunt

congruente (L.L.L.). Segmentele  ]i  sunt mediane @n aceste triunghiuri congruente, prin urmare vom avea PM NQ

. Rombul MNPQ av`nd diagonalele congruente, este p[trat. Din  rezult[ . PM  NQ MNMQ ADBC

PROBLEME
1 Se consider[ cubul ABCDA’B’C’D’. Afla\i m[sura unghiului dintre dreptele:

a) AA’ ]i DC; b) AA’ ]i BC’; c) AA’ ]i B’C’;

d) A’B ]i DC’; e) BC’ ]i AC; f) A’B ]i AC.

2 Piramida patrulater[ regulat[ VABCD, cu v`rful @n V are toate muchiile congruente. Determina\i m[surile

unghiurilor dintre dreptele:

a) VA ]i DC; b) VA ]i VC; c) VA ]i AC; d) VC ]i DB. 

3 #n paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B’C’D’,  ]i . Afla\i:AA
,  DC  6 3 cm BC  6 cm

a) m[sura unghiului format de dreptele BC’ ]i AD;

b) m[sura unghiului format de dreptele DD’ ]i A’B;

c) m[sura unghiului format de dreptele AC ]i A’B’.

4 Piramida VABC este triunghiular[ regulat[ cu baza ABC, iar M ]i N sunt mijloacele muchiilor  respectiv AB

. Dac[  ]i , determina\i m[surile unghiurilor dintre dreptele:BC AB  6 cm VA  3 2 cm
a) VA ]i VC; b) AC ]i MN; c) MN ]i VC; d) VM ]i AC. 

5 Prisma triunghiular[ regulat[ ABCA’B’C’ are latura bazei  ]i muchia lateral[ . Afla\iAB  6 cm AA
,  6 2 cm

m[sura unghiului dintre:

a) AC ]i B’C’; b) AC ]i BB’; c) A’B’ ]i CC’; d) A’B’ ]i AC;     e) BC ]i A’B’. 

6 Prisma dreapt[ ABCDA’B’C’D’ are baza ABCD un p[trat cu latura egal[ cu 8 cm ]i muchia lateral[ egal[ cu 

. Afla\i m[sura unghiului format de dreptele:8 2 cm
a) AC ]i B’C’; b) A’C ]i AD; c) AC ]i D’B’.

7 Prisma dreapt[ ABCDEFA’B’C’D’E’F’ are ca baz[ un hexagon regulat cu latura AB de 10 cm ]i muchia

lateral[ AA’  cu lungimea egal[ cu . Afla\i m[sura unghiului format de dreptele:10 3 cm
a) BC’ ]i FE; b) CC’ ]i A’F’; c) AB ]i A’F’;

d) AB ]i B’F’; e) AB ]i B’D’; f) FC ]i B’E’.
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Lec\ia 7.  Dreapt[ paralel[ cu un plan 

     O dreapt[ este paralel[ cu un plan dac[ nu are puncte comune cu planul.  #n acest caz putem

spune ]i c[ planul este paralel cu dreapta.

          Defini\ie

Planul  ]i dreapta d din Figura 55 a) @ndeplinesc condi\ia , deci putem scrie . d     d   sau   d

Dac[ dreapta d nu este paralel[ cu planul atunci avem urm[toarele pozi\ii:,

a) Dreapta ]i planul au un singur punct comun. Spunem c[ dreapta ]i planul sunt secante sau c[ dreapta

,,@n\eap[” planul. #n Figura 55 b), .d    A
b) Dac[ dou[ puncte ale dreptei apar\in unui plan, atunci dreapta este inclus[ @n plan. #n Figura 55 c), avem 

, deci .A, B   AB  

 Teoreme de paralelism  

A]ez[m un caiet (notat cu ABCD @n Figura 56), astfel @nc`t latura  s[ fieCD

inclus[ @n planul mesei (notat cu ). La @ntrebarea ,,Care este pozi\ia dreptei AB
fa\[ de planul ?”, r[spunsul nu este greu de intuit.

Exemplul precedent ne conduce s[ formul[m o teorem[ util[ pentru demonstrarea paralelismului dintre o

dreapt[ ]i un plan.

     Dac[ o dreapt[ d, nesituat[ @ntr-un plan este paralel[ cu o dreapt[ b, inclus[ @n planul, ,

atunci dreapta d este paralel[ cu planul . 

          Teorema 1

Demonstra\ie  Dreptele   paralele   d   ]i   b determin[ un  plan  .  Presupunem c[  ]i fie . d    d    B
Cum , rezult[ . Punctul B apar\ine planelor , deci apar\ine intersec\iei acestora, adic[B  d ]i d   B    ]i 
dreptei b. Am ob\inut c[ dreptele  d  ]i  b au  un  punct comun B,  ceea ce contrazice  ipoteza.  Presupunerea c[ 

 este fals[, deci . d     d  
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Figura 55


d

A
 A B

a) b) c)



AB

C D Figura 56



b

d

Figura 57

d  
d  b

b  
d  
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Observa\ie  Reciproca teoremei 1 de 

paralelism nu este adev[rat[, adic[: 

dac[ o dreapt[ este paralel[ cu un plan, 

nu rezult[ c[ dreapta este paralel[ cu 

orice dreapt[ din plan, dup[ cum se poate

observa din Figura 58   (dreptele a ]i b sunt necoplanare).a  , b  , dar a  b

.

Problem[ rezolvat[
 Fie ABCDA’B’C’D’ un paralelipiped dreptunghic (vezi Figura 59). Demonstra\i c[ A’C’ este para- 

lel[ cu planul (ABC).

Solu\ie  Din   ]i , rezult[ c[  .AA
,

 BB
,

BB
,

 CC
,

AA
,

 CC
,

, (1)

Din  ]i , rezult[ c[ .AA
,  BB

,

BB
,  CC

,

AA
,  CC

,

, (2)

Din  ob\inem c[ ACC’A’ este paralelogram, prin urmare . (1) ]i (2) A
,

C
,

 AC

Deoarece AC este inclus[ @n planul ABC, ob\inem .A
,

C
,

 (ABC)

     Dac[ printr-o dreapt[ paralel[ cu un plan ducem un plan care intersecteaz[ planul dat, atunci

dreapta de intersec\ie este paralel[ cu dreapta dat[.

          Teorema 2

Demonstra\ie  Presupunem c[ dreptele d ]i b nu sunt paralele. Fiind coplanare, ele au un punct comun B, punct

care apar\ine at`t dreptei d, c`t ]i planului , ceea ce contrazice ipoteza. Presupunerea c[ d ]i b nu sunt paralele este
fals[, deci .b  d

Observa\ie Planul  din teorema 2 poate fi determinat de d ]i de un punct oarecare . Aplic`nd P  
teorema 2, ob\inem c[ dreapta de intersec\ie a planului  cu planul  trece prin P ]i este paralel[ cu 
d. Pe de alt[ parte, prin P putem construi la d o singur[ paralel[. Astfel putem formula o teorem[

echivalent[ cu teorema 2, util[ @n aplica\ii. 

Aceasta are urm[torul enun\:

     Dac[ o dreapt[ este paralel[ cu un plan ]i printr-un punct al planului ducem o paralel[ la dreapta

dat[, aceast[ paralel[ este con\inut[ @n planul dat. 

          Teorema 3
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b

d

Figura 60



Problem[ rezolvat[
Fie ABCD, un tetraedru ]i punctele M, N, P situate respectiv pe 

muchiile , , astfel @nc`t  (vezi Figura 61).AB AC ]i AD MN  BC ]i NP  CD

a) Demonstra\i c[ .MP  (BCD)

b) Determina\i intersec\ia planelor . (MPC) ]i (BCD)

Solu\ie  a) Conform teoremei lui Thales, din   rezult[ , iar din MN  BC
AM
MB

 AN
NC

 rezult[  . Deducem c[ , de unde conform reciproceiNP  CD
AN
NC

 AP
PD

AM
MB

 AP
PD

teoremei lui Thales, rezult[ , deci .MP  BD MP  (BCD)

  b) Cum planul (MPC) con\ine dreapta MP paralel[ cu planul (BCD) ]i cele

dou[ plane au @n comun punctul C, rezult[ c[ intersec\ia lor este dreapta a care trece prin C ]i este paralel[ cu MP,

deci ]i cu BD. 

PROBLEME
6  VABCD este o piramid[ patrulater[ regulat[ de

v`rf V, O este centrul bazei, iar M este mijlocul

muchiei . Ar[ta\i c[: a) ;VA MO  (VDC)

b) ; c) .MO  (VBC) VC  (MBD)

7  Triunghiul ABC are latura  con\inut[ @ntr-unBC

plan , iar punctul  nu apar\ine planului. Dac[ M A

]i N sunt puncte pe laturile  ]i respectiv AB AC,

astfel @nc`t:

a) AM  2 cm, MB  4 cm, AN  3 cm,

ar[ta\i c[ ;NC  6 cm, MN  

b) , ar[ta\i c[AM  2 cm, MB  4 cm,
AN
AC

 1
2

MN intersecteaz[ planul .

8   Se consider[ paralelogramul ABCD de centru O ]i

M un punct exterior planului paralelogramului.

Dac[ N este mijlocul lui , ar[ta\i c[: MA

a)  b)  c)MC  (NBD); NO  (BMC); NO  (BMD).

9    #n triunghiul ABC, , A  90 AB  9 cm, BC 
  . Fie  pe segmentul AB,  astfel @nc`t  15 cm M

 ]i  pe segmentul AC, astfel @nc`t BM  6 cm N

. Dac[  ]i , stabili\i poz-MN  5 cm BC   A  
i\ia dreptei MN fa\[ de planul .

10 VABC este o piramid[ triunghiular[ regulat[ de

v`rf V. Dac[ , BMVA, M  VA BNVC,

 , ar[ta\i c[:  N  VC

a) ; b) .MN  (ABC) AC  (MNB)

1 Dac[ ABCDA’B’C’D’ este un cub, preciza\i

pozi\iile relative ale urm[toarelor perechi de

drepte: a) BB’ ]i DD’; b) AC’ ]i DD’;

c) AC ]i A’C’; d) BC ]i A’D’;

e) AC ]i D’B’; f) BC’ ]i AD’;

g) AB ]i AD; h) AC ]i DB. 

2 VABC este un tetraedru.

a) G[si\i toate muchiile care sunt concurente cu VA;

b) G[si\i toate perechile de muchii necoplanare.

3 Se consider[ prisma triunghiular[ regulat[

ABCA’B’C’, M este mijlocul lui  ]i N esteAB

mijlocul lui . Preciza\i pozi\ia relativ[ aAC

urm[toarelor perechi de drepte:   a) AA’ ]i B’C’;

b) AA’ ]i CC’; c) AA’ ]i MN;

d) CC’ ]i AB; e) CC’ ]i MN;

f) CC’ ]i AC; g) B’C’ ]i MN.

4 Fie tetraedrul ABCD. Dac[ M, N, P, Q sunt

mijloacele segmentelor  ]i respectiv AB, BC, CD

, ar[ta\i c[ M, N, P, Q sunt puncte coplanare.AD

5 Se consider[ ABCDA’B’C’D’ o prisma patrula-

ter[ regulat[. Stabili\i:

a) pozi\iile dreptei AB fa\[ de planele

(DCD’), (DCA), (DD’A’), (DD’B), (A’B’A);

b) pozi\iile dreptei AC fa\[ de planele (ADB),

 (DBD’), (BB’C), (DCD’), (DBB’), (A’B’D’).
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20 Fie cubul  centrul fe\ei ABCDABCDA
,

B
,

C
,

D
,

, O

]i  centrul fe\ei O
,

A
,

B
,

C
,

D
,

.

Demonstra\i c[: 

a)  b) OO
,

 (CDD
,
); AO

,

 (BC
,

D).

21  Fie tetraedrul ABCD ]i punctele  situate peM, E, F

muchiile AB, AC, respectiv AD, astfel @nc`t 

 ME  BC ]i AE
AC

 AF
AD

.

Demonstra\i c[:

a) b) ME  (BCD); CD  (BEF).

22 Fie planul  ]i punctele  astfel @nc`t  M, P, Q,

 ]i  }tiind c[ P, Q   M  . E  MP, ME  2 cm,

 ]i EP  5 cm, F  MQ, MF  4 cm, FQ  x cm

 calcula\i x.EF  ,

23 Fie SABCD o piramid[ patrulater[ regulat[ cu

toate muchiile egale. Not[m cu O centrul bazei

ABCD, M mijlocul muchiei SC ]i N mijlocul

muchiei SD. Demonstra\i c[:

a) b) OM  (SAD); MN  (ABC);

c) d) ON  (SBA); ON  (SBM).

24 Fie cubul  centrul fe\eiABCDA
,

B
,

C
,

D
,

, O1

ABCD,  centrul fe\ei O2 ADD
,

A
,

.

Demonstra\i c[:

a) b) O1O2  (C
,

D
,

D); O1O2  (A
,

BC
,
).

25 #n paralelipipedul dreptunghic ABCDA
,

B
,

C
,

D
,

se noteaz[ cu E mijlocul muchiei C
,

D
,

]i cu F

centrul fe\ei ADD
,

A
,

.

a) Stabili\i pozi\ia dreptei  fa\[ de planul BB
,

(ACC
,
).

b) Stabili\i pozi\ia dreptei EF fa\[ de planul 
(ABC

,
).

26 Fie ABCD un tetraedru regulat, R mijlocul mu-

chiei AD, S mijlocul muchiei BD. }tiind c[ RP

este bisectoarea unghiului BRC,  de-P  BC,

monstra\i c[:

a) b) RS  (ABC); CD  (PRS).

27  Fie prisma triunghiular[ regulat[ ABCA
,

B
,

C
,

, O

centrul fe\ei  mijlocul muchieiBCC
,

B
,

, iar M

AB. Demonstra\i c[:

a) b) OM  (ACC
,
); AC

,

 (OMC).

   11 Dac[ ABCDA’B’C’D’ este o prism[ patrulater[

regulat[, preciza\i pozi\ia relativ[ a urm[toa-

relor perechi de drepte:  a) AC’ ]i CA;

b) AC’ ]i BC; c) AC’ ]i A’D;  d) A’D ]i B’C;

e) A’D ]i BC’; f) AC ]i BD;  g) AC ]i D’B’.

   12  Se consider[ piramida patrulater[ regulat[

VABCD, M este mijlocul lui  ]i N este mijlo-VB

cul lui .VC

a) Ar[ta\i c[ punctele A, D, M, N sunt coplanare.

b) Stabili\i pozi\ia relativ[ a dreptelor AD ]i VB,

AD ]i BC, AB ]i VA, VD ]i AC, AC ]i VA, MN ]i

VB. 

  13  ABCA’B’C’ este o prism[ triunghiular[ regulat[

cu baza ABC. Stabili\i pozi\iile dreptei AA’ fa\[

de planele (ABC), (CBB’), (ABB’), (BCA’).

  14 #n tetraedrul ABCD, punctele M, N, P, Q sunt

mijloacele muchiilor ,  ]i respectiv AB, BC CA

. Ar[ta\i c[: a) ;AD MN  (ADC)

b) ; c) .BC  (MQP) BD  (MNQ)

  15  #n tetraedrul VABC,  este centrul de greutateG1

al fe\ei VAB ]i  este centrul de greutate alG2

fe\ei VAC. Ar[ta\i c[ .G1G2  (ABC)

  16  Dac[ VABCD este o piramid[ patrulater[ regu-

lat[ cu toate muchiile congruente ]i  M apar\ine

 , muchiei VA cu OM  VA O  AC  BD,

stabili\i pozi\ia dreptei MP fa\[ de planele

(VDC) ]i (VBC).

  17 Fie ABCD un tetraedru, E mijlocul muchiei ,AC

iar F proiec\ia ortogonal[ a v`rfului A pe bisec-

toarea exterioar[ a unghiului ADB. Demonstra\i

c[ EF este paralel[ cu planul (BCD). 

   18 #n piramida triunghiular[ MATE, de v`rf M, cu 

 se consider[:  bisectoarea un-TA  TE, TB

ghiului  bisectoarea unghiului MTA ]i TC MTE.

Demonstra\i c[ BC  (ATE).

   19 P[tratele ABCD ]i CDEF au latura CD comun[

]i sunt situate @n plane diferite. Demonstra\i c[:

a) AB  (CDE);

b) AE  (BCF);

c) BF  (ACE).
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Lec\ia 8. Plane paralele

  Pozi\ii relative a dou[ plane 

 Dac[ dou[ plane au @n comun trei puncte necoliniare, atunci ele coincid

(conform axiomei ). Spunem c[ planele sunt confundate, identice sau coin-A4

cidente (vezi Figura 62).  

 Dac[ dou[ plane diferite au @n comun un punct, atunci ele au o dreapt[ comun[.

#n acest caz spunem c[ planele sunt secante (vezi Figura 63). 

 - plane secante.    d

     Dou[ plane care nu au niciun punct comun se numesc plane paralele.

          Defini\ie

Exemplu  Plafonul ]i podeaua unei camere sunt plane paralele. 

#n Figura 64 am reprezentat dou[ plane paralele  ]i .  
Avem  ]i scriem .       

  Teoreme de paralelism; propriet[\i 

Urm[toarea teorem[ demonstreaz[ existen\a planelor paralele.

     Dac[ printr-un punct exterior unui plan se duc dou[ drepte paralele cu dou[ drepte concurente

con\inute @n acel plan, aceste drepte determin[ un plan paralel cu planul dat. 

          Teorema 1

Demonstra\ie Presupunem c[ planul  nu este paralel cu planul . Aceste plane nu coincid, pentru c[ planul (a, b) 
 con\ine dreapta , @n timp ce planul  nu o con\ine. Deci planele  ]i  sunt secante; fie d, dreapta lor(a, b)   (a, b) 

comun[. Dreapta d poate fi paralel[ cel mult cu una din dreptele a sau b (altfel, prin punctul O ar trece dou[ drepte

paralele cu d, ceea ce este absurd). Deci d intersecteaz[ cel pu\in una din dreptele a sau b. Dac[ d intersecteaz[

dreapta a @n A, atunci punctul A apar\ine @n acela]i timp dreptei a ]i planului ceea ce contrazice ipoteza. Analog,

se ajunge la contradic\ie dac[ presupunem c[ dreapta d intersecteaz[ dreapta b. Contradic\ia ob\inut[ dovede]te c[ 

 (vezi Figura 65).(a, b)
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Figura 63





Figura 64

a
b

O


Figura 65

(a, b)
a  b  O

a
b

ConcluzieIpotez[



Tem[ pentru lucru @n echipe  Ar[ta\i c[ planele bazelor unei prisme triunghiulare drepte sunt paralele.

Ra\ionamentul este analog pentru o prism[ dreapt[ care are ca baz[ un poligon oarecare.

Re\ine!

Planele bazelor unei prisme drepte sunt paralele.

Din teorema 1, deducem modalitatea de construc\ie a unui plan care trece printr-un punct dat ]i este paralel cu un

plan dat. Se poate demonstra c[ acest plan este unic. Deci are loc:

Proprietatea 1. Printr-un punct exterior unui plan se poate duce un singur plan paralel cu planul dat.

#n cele ce urmeaz[, enun\[m alte c`teva propriet[\i de paralelism, utile @n rezolvarea problemelor. 

Proprietatea 2. Dac[ dou[ plane sunt paralele, atunci orice dreapt[ dintr-un plan

este paralel[ cu cel[lalt plan (vezi Figura 66). 

Proprietatea 3. Intersec\iile a dou[ plane paralele cu un al treilea plan, sunt dou[

drepte paralele (vezi Figura 67).

Proprietatea 4. Dou[ plane distincte, paralele cu un al treilea plan sunt paralele

@ntre ele (vezi Figura 68).

Tem[ pentru lucru @n echipe

C[uta\i exemple din realitatea @nconjur[toare care s[ constituie modele pentru aceste propriet[\i. Folosind

nota\iile din figurile corespunz[toare, exprima\i enun\ul fiec[reia dintre propriet[\ile 2-4 @n limbaj matematic,

scriind ipoteza ]i concluzia. Folosind metoda reducerii la absurd, demonstra\i propriet[\ile 2,3 ]i 4.

     Dou[ plane paralele care intersecteaz[ dou[ drepte paralele determin[ pe acestea segmente

congruente.

          Teorema 2

Demonstra\ie Planul  intersecteaz[ planele  ]i  dup[ dreptele paralele AC ]i BD. Deoarece din ipotez[(d1,d2 )  
avem ]i , rezult[ c[ ABCD  este paralelogram, deci .ABCD AB  CD
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Figura 67







Figura 68





d1
d2

A

B

C

D
Figura 69

AB  CD
 d1d2

d1    A, d1    B
d2    C, d2    D
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Problem[ rezolvat[

Demonstra\i c[ trei plane paralele determin[ pe dou[ secante seg- 

mente propor\ionale.

Solu\ie Consider[m trei plane paralele  ]i dreptele a, b care le intersecteaz[,, 
@n punctele A, B, C, respectiv (vezi Figura 70). Prin punctul A, ducemA

,

, B
,

, C
,

dreapta c paralel[ cu b care intersecteaz[ planele  ]i  @n punctele ]i . Planul   B
, ,

C
, ,

 intersecteaz[ planele  ]i  dup[ dreptele paralele  ]i . (a, c)   BB
, ,

CC
, ,

Din teorema lui Thales, avem . Cum ]i 
AB

AB , ,  BC
B , , C , , AB

, ,  A
,

B
,

B
, ,

C
, ,  B

,

C
,

,

rezult[ .
AB

A , B ,  BC
B , C ,

Proprietatea pe care am demonstrat-o @n problema de mai sus este cunoscut[ sub numele de teorema lui Thales

@n spa\iu.

PROBLEME

6   ABCDEFA’B’C’D’E’F’ este o prism[ hexagonal[.

Ar[ta\i c[:

a) ; (BCB
,
)  (FEE

,
)

b) ; c) . (BDD
,
)  (AEE

,
) (ADD

,
)  (BCC

,
)

7   Fie ABCDA’B’C’D’ un cub. Stabili\i valoarea de

adev[r a urm[toarelor propozi\ii:

a) ;(ABC)  (A
,

B
,

D
,
)

b) ;(ABC)  (ADD
,
)  AA

,

c) ;(ABC)  (ADD
,
)  AD

d) ;(ABB
,
)  (A

,

B
,

A)

e) ;(ACC
,
)  (A

,

B
,

C
,
)  A

,

C
,

f) ;(ADD
,
)  (B

,

C
,

C)

g) .(BD
,

D)  (BB
,

C)

8  Paralelogramul ABCD ]i triunghiul ADE sunt

situate @n plane diferite. Dac[ not[m  cu M ]i N

mijloacele laturilor , iar O este centrulAE ]i DE

paralelogramului, ar[ta\i c[ .(MNO)  (BEC)

9  Fie ABCD un tetraedru regulat ]i M  AD,

, astfel @nc`t N  BD ]i P  CD

 .
MA
MD

 1
2

,
NB
BD

 1
3

]i
PD
DC

 2
3

a) Ar[ta\i c[ .(MNP)  (ABC)

b) Dac[ , afla\i aria triunghiului MNP.AB  10 cm

1 #nchipui\i-v[ cele 6 plane ce formeaz[ clasa @n

care @nv[\a\i (cei 4 pere\i, tavanul ]i podeaua).

a) Preciza\i toate perechile de plane paralele.

b) Preciza\i toate planele care sunt secante cu

planul tavanului.

2 ABCA’B’C’ este o prism[ triunghiular[ regulat[

cu baza ABC. Ar[ta\i c[ .(ABC)  (A
,

B
,

C
,
)

3 Fie ABCD o piramid[ triunghiular[ regulat[ cu

baza ABC. A’, B’, C’ sunt mijloacele muchiilor

laterale . DA, DB ]i DC

Ar[ta\i c[  (A
,

B
,

C
,
)  (ABC).

4 ABCA’B’C’ este o prism[ triunghiular[ regulat[,

 iar M, N, P sunt mijloacele laturilor A
,

C
,

, AA
,

]i respectiv .BB
,

a) Ar[ta\i c[ .(MNP)  (C
,

AB)

b) Dac[  ar[ta\i c[ QQ  (MNP)  C
,

B
,

,

este mijlocul lui .C
,

B
,

5 VABCD este o piramid[ patrulater[ regulat[ cu

baza ABCD. Punctele ,M  VA, N  VB, P  VC

astfel @nc`t , .
VM
MA

 3
4

VN
VB

 3
7

]i
VC
PC

 7
4

a) Ar[ta\i c[  (MNP)  (DCB).

b) Dac[ ,Q  (MNP)  VD ]i AB  70 cm

 calcula\i A .MNPQ
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  TEST de autoevaluare  

Recomandat pentru portofoliu personal

10p din oficiu

SUBIECTUL I  - Pe foaia de rezolvare scrie\i numai rezultatele. (30 de puncte) 

5p 1 Dac[ dreapta d este paralel[ cu planul  atunci  . . . , d   

5p 2 Dac[  este o prism[ triunghiular[ regulat[, atunci dreapta MQ ]i planul (NPR) sunt . . . MNPQRS

5p       3 #n cubul ALGEBRIC, planele  sunt . . . (ALG) ]i (BRI)

5p       4 #n paralelipipedul dreptunghic  o pereche de drepte paralele este format[ din drepteleABCD A1B1C1D1,

. . . ]i . . . 

5p       5 Valoarea de adev[r a propozi\iei: ,,Dac[ o dreapt[ este paralel[ cu un plan, atunci ea este paralel[ cu

orice dreapt[ din acest plan” este . . . 

5p       6 Dac[  ]i , atunci . . . sau . . . d1  d2 d2  d3

SUBIECTUL al II-lea - Preciza\i litera corespunz[toare r[spunsului corect. (30 de puncte)

5p 1 Triunghiul ABC are latura AB inclus[ @n planul  ]i  Dac[ M se afl[ pe latura AC,  se C  . AM
MC

 3, N

afl[ pe latura BC,  atunci valoarea lui x este:
CN
NB

 x ]i MN  ,

A. 3 B. C. D. 4
1
3

1
2

5p 2 Dac[ ABCD este un tetraedru regulat, E mijlocul muchiei AB, F mijlocul muchiei AC, atunci unghiul

dintre dreptele  are m[sura de:EF ]i CD

A. B. C. D. 90 45 30 60

5p 3 #n cubul  unghiul dintre dreptele  are m[sura de:ABCDA
,

B
,

C
,

D
,

AD ]i BC
,

A. B. C. D. 45 90 60 30

5p 4 Fie  patru puncte necoplanare ]i punctele  situate pe muchiile AD, BD respectiv CDA, B, C, D M, N, P

astfel @nc`t:  Atunci planele 
AM
MD

 0, (3),
BN
BD

 0, 25 ]i
DP
PC

 3. (ABC) ]i (MNP):

A. coincid B. sunt paralele C. au o dreapt[ comun[ D. au un punct comun

5p 5 Dac[ ABCD ]i CDEF sunt dou[ paralelograme situate @n plane diferite, atunci dreptele AB ]i EF:

A. coincid B. sunt paralele C. sunt necoplanare D. sunt concurente

5p 6 Piramida patrulater[ regulat[ SPION cu v`rful S are toate muchiile congruente. Unghiul dintre dreptele

SO ]i IP are m[sura de:

A. B. C. D. 60 30 45 90

SUBIECTUL al III-lea - Pe foaia de rezolvare scrie\i rezolv[rile complete. (30 de puncte)

#n piramida triunghiular[ regulat[ VABC, cu v`rful V, not[m cu  centrul de greutate al triunghiuluiG1

VAB ]i cu  centrul de greutate al triunghiului VBC.G2

10p a) Demonstra\i c[ G1G2  (ABC).

10p b) }tiind c[  calcula\i perimetrul triunghiului ABC.G1G2  12 cm,

10p c) }tiind c[  calcula\i sinusul unghiului dintre dreptele AB  VA  36 cm, AG1 ]i CG2.
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Lec\ia 9. Aplica\ii: sec\iuni paralele cu baza @n corpuri

  geometrice studiate

  Sec\iuni paralele cu baza @n prism[  

Fie o prism[ patrulater[ dreapt[  ]i un plan  paralel cu bazeleABCDA
,

B
,

C
,

D
,


care intersecteaz[ muchiile laterale   ]i , respectiv @n M, N, P, Q.AA

,

, BB
,

, CC
,

DD
,

Spunem c[ patrulaterul MNPQ reprezint[ sec\iunea determinat[ @n prism[ de planul .
(Vezi Figura 71)

Planul  intersecteaz[ planele paralele  ]i  dup[ dreptele paralele MN ]iABB
,

A
,

 (ABC)

AB. Cum avem ]i  patrulaterul ABMN este paralelogram, deci  La felAM  BN, AB  MN.

se arat[ c[ celelalte laturi ale patrulaterului MNPQ sunt congruente ]i paralelele cu

laturile patrulaterului ABCD. Patrulaterele ABCD ]i MNPQ au unghiurile respectiv

congruente, ca unghiuri cu laturile respectiv paralele. Ra\ionamentul r[m`ne valabil dac[ @n locul unei prisme

patrulatere drepte consider[m o prism[ dreapt[, av`nd ca baz[ un poligon oarecare.

Spunem c[ dou[ poligoane sunt congruente dac[ au laturile respectiv congruente ]i unghiurile corespunz[toare

congruente.

Re\ine!

O sec\iune paralel[ cu baza unei prisme este un poligon congruent cu poligonul bazei.

 Sec\iuni paralele cu baza @n piramid[  

Consider[m o piramid[ patrulater[ VABCD ]i un plan  paralel cu planul  care (ABC)

intersecteaz[ muchiile laterale  respectiv @n  M, N, P ]i Q. Spunem c[VA, VB, VC, VD

patrulaterul MNPQ reprezint[ sec\iunea determinat[ @n piramid[ de planul . 
(Vezi Figura 72)

Planul  intersecteaz[ planele paralele  ]i  dup[ dreptele paralele MN ]i(VAB)  (ABC)

AB. Din teorema fundamental[ a asem[n[rii, avem , de unde . VMN  VAB
MN
AB

 VM
VA

Analog din  ob\inem  Din  avem @nMQ  AD
VM
VA


MQ

AD


VQ

VD
. QP  DC ]i PN  CB

final  
MN
AB

 NP
BC


PQ

CD


QM

AD
.

#n plus, unghiurile patrulaterului MNPQ sunt congruente cu ale patrulaterului ABCD, ca unghiuri cu laturile

respectiv paralele.

Ra\ionamentul r[m`ne valabil dac[, @n locul unei piramide patrulatere, consider[m o piramid[ av`nd ca baz[ un

poligon oarecare.

Re\ine!

O sec\iune paralel[ cu baza unei piramide este un poligon asemenea cu poligonul bazei.
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  Trunchiul de piramid[  

Un plan care intersecteaz[ muchiile  unei piramide ]i este paralel cu baza acesteia o @mparte @n dou[ poliedre. 

Unul dintre poliedre este piramida care are v`rful comun cu piramida dat[ ]i ca baz[

poligonul de sec\iune. Cel[lalt corp va fi numit @n continuare trunchi de piramid[. 

Astfel, @n Figura 73  este un trunchi de piramid[. Poligoanele  ]i ABCMNP ABC MNP

reprezint[ bazele trunchiului de piramid[ (   este baza mare,  este baza mic[),ABC MNP

iar , , ]i  sunt fe\ele laterale ale trunchiului de piramid[.ABNM BCPN ACPM

Bazele trunchiului de piramid[ sunt dou[ poligoane

asemenea situate @n plane paralele, iar fe\ele laterale ale

trunchiului de piramid[ sunt trapeze. 

Denumirea trunchiului de piramid[ este dat[ de num[rul laturilor poligoanelor

bazei. Astfel, vorbim de trunchi de piramid[ triunghiular[, patrulater[ etc.

Un trunchi de piramid[ care provine dintr-o piramid[ regulat[ se nume]te trunchi

de piramid[ regulat[.

Astfel @n Figura 74 am reprezentat un trunchi de piramid[ hexagonal[ regulat[.

 Problem[ rezolvat[
 Piramida VABC triunghiular[ regulat[ cu latura bazei egal[ cu

2 cm se sec\ioneaz[ cu un plan  paralel cu baza ABC ce trece prin mijlocul
muchiei laterale VA dup[ un triunghi A’B’C’. Afla\i perimetrul triunghiului A’B’C’

(vezi Figura 75).

Solu\ie  Din asem[nare avem , rezult[ ,
VA

,

VA
 A

,

B
,

AB
 1

2
 A

,

B
,

2
A

,

B
,  1 cm

de unde P . A ,B ,C ,  3 cm

 Trunchiul de con  

Un plan care intersecteaz[ un con circular drept ]i este paralel cu baza acestuia @mparte

conul @n dou[ corpuri: un con circular drept care are v`rful comun cu conul ini\ial ]i ca

baz[ discul de sec\iune ]i cel[lalt corp care va fi numit @n continuare trunchi de con. Astfel

@n Figura 76 ABB’A’ este un trunchi de con, iar conurile VAB ]i VA’B’ se numesc conuri

asemenea.

Problem[ rezolvat[
Sec\ion[m un con circular drept din lemn printr-o t[ietur[ paralel[ cu 

baza, dus[ prin mijlocul unei generatoare. }tiind c[ aria discului de

sec\iune este egal[ cu  calcula\i lungimea discului de cerc care reprezint[ baza64 cm2,

conului ini\ial. (Vezi Figura 77.)

Solu\ie  Fie R raza bazei conului ]i R’ raza sec\iunii. Din ipotez[  deci R
,2  64

R’  Din asem[nare , de unde   8 cm.
R

,

R
 1

2
R  16 cm.

Lungimea discului de cerc care reprezint[ baza conului este  2R  32 cm.
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PROBLEME
1 ABCDA’B’C’D’ este o prism[ patrulater[ regulat[ cu baza ABCD,  ]i M este mijlocul lui .AB  2 2 cm AA

,

Un plan  ce trece prin M ]i este paralel cu ABCD sec\ioneaz[ prisma.
a) Desena\i sec\iunea pe care o face @n prism[.
b) Afla\i aria ]i perimetrul poligonului de sec\iune.

2 Piramida VABC  se sec\ioneaz[ cu un plan  paralel cu baza ABC, ob\in`ndu-se ca sec\iune triunghiul MNP

cu P .MNP 
PABC

2
a) Desena\i sec\iunea MNP.

b) Ar[ta\i c[  trece prin mijlocul muchiei laterale. 

3 VABCD este o piramid[ patrulater[ regulat[ cu latura bazei egal[ cu .  Punctul  astfel @nc`t 10 2 cm M  VA

. Un plan  ce trece prin M intersecteaz[ piramida dup[ patrulaterul MNPQ. Calcula\i aria ]iVM  1
4

VA 
perimetrul patrulaterului MNPQ.

4 Desena\i:

a) un trunchi de piramid[ triunghiular[ regulat[ @n care latura bazei mici reprezint[ jum[tate din latura bazei

mari;

b) un trunchi de piramid[ patrulater[ regulat[ @n care latura bazei mici reprezint[  din latura bazei mari.   
2
3

5 ABCA’B’C’ este o prism[ triunghiular[ dreapt[,  un punct pe segmentul astfel @nc`t . Un plan M AA
, MA

,

AA ,  2
5

 ce trece prin M ]i este paralel cu (ABC) intersecteaz[ prisma dup[ triunghiul MNP, 
 apar\ine muchiei .N apar\ine muchiei BB

,

]i P CC
,

a) Desena\i intersec\ia lui  cu prisma.

b) Calcula\i valoarea rapoartelor .
NB

,

NB
]i

PC
CC ,

6 VABC este o piramid[ triunghiular[ regulat[ cu v`rful V. Piramida se sec\ioneaz[ cu un plan  paralel cu
(ABC) dus prin mijlocul muchiei VA. Se ob\ine ca sec\iune un triunghi cu perimetrul egal cu 12 cm.

a) Desena\i sec\iunea @n piramid[.

b) Afla\i aria bazei piramidei.

7  Fie VABC o piramid[ cu v`rful V. Sec\ion[m piramida cu un plan paralel cu dus prin punctul  situat(ABC), A
,

pe muchia VA, care intersecteaz[ muchiile  }tiind c[ raportul ariilorVB, VC @n punctele B
,

, respectiv C
,

.

triunghiurilor  este egal cu  calcula\i A
,

B
,

C
,

]i ABC
1
9

]i AB  24 cm, A
,

B
,

.

8  Tetraedrul regulat ABCD se sec\ioneaz[ cu planul  paralel cu planul  (MNP), (BCD), M  AB, N  AC, P 

 }tiind c[ calcula\i raportul dintre aria triunghiului MNP ]i aria triunghiului BCD. AD.
AN
AC

 1
4

,

9  Un con circular drept cu  este sec\ionat cu un plan paralel cu baza, care trece prin mijlocul uneiR  10 cm

generatoare. Calcula\i aria sec\iunii.
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Lec\ia 10.  Perpendicularitate: drepte perpendiculare,

   dreapt[ perpendicular[ pe un plan

Din clasele anterioare ]tim c[ @n plan dou[ drepte sunt perpendiculare dac[ unghiul celor dou[ drepte este un

unghi drept. Aceast[ defini\ie se extinde @n mod firesc ]i pentru dou[ drepte @n spa\iu.

  

     Dac[ a ]i b sunt dou[ drepte din spa\iu, spunem c[ dreapta a este perpendicular[ pe dreapta b

dac[ unghiul acestor drepte este drept.

          Defini\ie

Exemplu Dac[ ABCDA’B’C’D’ este un cub, atunci   pentru c[A
,

B
,

 AD

  (vezi Figura 78).A
,

B
,

, AD DAB  90 

Analog  etc.C
,

D
,

 BC, B
,

C
,

 AB

  Dreapta perpendicular[ pe un plan  

O u][ are forma unui dreptunghi, latura inferioar[ este

perpendicular[ pe dreapta determinat[ de balamale. Pentru orice

pozi\ie a u]ii, dreapta balamalelor este perpendicular[ pe

marginea de jos a u]ii (vezi Figura 79).

Acest exemplu arat[ existen\a unei drepte perpendiculare pe

toate dreptele con\inute @ntr-un plan. Spunem c[ dreapta

determinat[ de balamalele u]ii este perpendicular[ pe planul

podelei. 

     O dreapt[ este perpendicular[ pe un plan dac[ este perpendicular[ pe toate dreptele con\inute @n

acel plan.

          Defini\ie

Observa\ii. 

1.  Dac[ o dreapt[ este perpendicular[ pe un plan, atunci ea ,,@n\eap[” planul.

2.  Dac[ o dreapt[ este perpendicular[ pe un plan, atunci orice dreapt[ paralel[ cu dreapta dat[ este

perpendicular[ pe plan.

Conform defini\iei, pentru a demonstra c[ o dreapt[ este perpendicular[ pe un plan, ar trebui s[ dovedim c[ ea

este perpendicular[ pe toate dreptele planului. Vom demonstra @ns[ o teorem[ care furnizeaz[ o metod[ mai simpl[

prin care putem stabili faptul c[ o dreapt[ este perpendicular[ pe un plan.
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     O dreapt[ este perpendicular[ pe un plan dac[ ]i numai dac[ este perpendicular[ pe dou[ drepte

concurente con\inute @n acel plan.

    Teorem[ (Criteriul de perpendicularitate)

 Suficien\a:

Demonstra\ie  Fie O, intersec\ia dreptei d cu planul . Trebuie s[ demonstr[m c[ dreapta d este perpendicular[ pe
orice dreapt[ c din planul . Dac[ dreapta c este paralel[ cu una dintre dreptele a sau b, atunci afirma\ia este
evident[.

Putem presupune c[ dreptele a, b, c trec prin punctul O (@n caz contrar, consider[m paralele la aceste drepte, care

s[ treac[ prin O).

Fie punctul  ]i punctele , astfel @nc`t dreapta c s[ intersecteze segmentul . Not[m cu CP  d A  a ]i B  b AB

punctul de intersec\ie. Not[m cu A’ ]i B’ simetricele punctelor A ]i B fa\[ de O. Rezult[ c[ ABA’B’ este

paralelogram, iar O este centrul s[u de simetrie. #nseamn[ c[ simetricul C’ al lui C fa\[ de O apar\ine segmentului 

; segmentele , fiind simetrice fa\[ de O, sunt congruente.A
,

B
,

AC ]i A
,

C
,

Cum dreapta d este mediatoarea segmentului , avem . Analog, . Deoarece avem ]i AA
,

PA  PA
,

PB  PB
,

 (laturi opuse @n paralelogram), deducem c[  (L.L.L.). AB  A
,

B
,

PAB  PA
,

B
,

#n consecin\[  ]i, de aici,  (L.U.L.). Rezult[ c[ . #n triunghiulPAC PA
,

C
,

PAC  PA
,

C
,

PC  PC
,

isoscel PCC’,  este median[, deci este ]i @n[l\ime, adic[ .PO d  c

Cum dreapta c este oarecare, rezult[ c[ . d  

 Necesitatea: 

#n mod evident dac[ o dreapt[ este perpendicular[ pe un plan, deci pe toate dreptele con\inute @n plan, este

perpendicular[ pe orice dou[ drepte concurente din plan. 

Aplica\ii

1. Fie ABCA’B’C’, o prism[ triunghiular[ dreapt[. ABB’A’ ]i ACC’A’ sunt

dreptunghiuri, deci AA’ este perpendicular[ pe dreptele concurente AB ]i AC. De aici

rezult[ c[  (vezi Figura 81).AA
,

 (ABC)

Ra\ionamentul de mai sus se poate aplica pentru muchiile laterale ale oric[rei prisme drepte.

Re\ine!

Muchiile laterale ale unei prisme drepte sunt perpendiculare pe planul bazei.
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2. Consider[m un paralelipiped dreptunghic ABCDA’B’C’D’ cu dimensiunile 

 (vezi Figura 82). Ne propunem s[ calcul[m lungimea d aa  AB, b  BC ]i c  AA
,

diagonalei AC’. 

Cum , rezult[ , deci . CC
,

 (ABCD) CC
,

 AC AC
,2  AC 2 CC

,2  a2  b2  c2

Rezult[ .d  a2  b2  c2

Re\ine!

Diagonala paralelipipedului dreptunghic de dimensiuni  este:a, b, c

d  a2  b2  c2

Putem enun\a alte dou[ propriet[\i utile @n leg[tur[ cu no\iunea de dreapt[ perpendicular[ pe un plan.

Proprietatea 1. Dac[ o dreapt[ este perpendicular[ pe un plan, atunci este perpen-

dicular[ pe orice plan paralel cu acesta. (Vezi Figura 83.)

Proprietatea 2. a) Dou[ plane perpendiculare pe aceea]i dreapt[ sunt paralele. 

(Vezi Figura 83.)

      b) Dou[ drepte perpendiculare pe acela]i plan sunt paralele.

(Vezi Figura 84.) 

PROBLEME
6  #n prisma triunghiular[ regulat[ ABCA’B’C’, M

este mijlocul lui ,   cm.BC AB  4cm ]i AA
,  2 3

 Calcula\i A’M.

7 Pe planul hexagonului regulat ABCDEF cu lun-

gimea laturii egal[ cu 6 cm se ridic[ perpendi-

culara AM, astfel @nc`t . Calcula\i MB,AM  6 cm

MC, MD, MP unde .P FD  CE

8 Se consider[ cubul ABCDA’B’C’D’. Dac[ O este

centrul fe\ei ADD’A’, M este mijlocul laturii  ]i BC

, calcula\i A’C, A’M, OM, OC’.AB  6 cm

9 Pe planul triunghiului dreptunghic isoscel ABC cu

ipotenuza , de lungime cm, se ridic[ per-BC 4 2
pendiculara AM. Dac[ , calcula\i AM.MB  6 cm

10 Pentru ca o dreapt[ s[ fie perpendicular[ pe un

plan este suficient s[ fie perpendicular[ pe dou[

drepte din plan? Argumenta\i r[spunsul!

1 #n paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B’C’D’,

indica\i pe ce fe\e este perpendicular[ dreapta:

a) BB’; b) A’B; c) A’B’.

2 Se consider[ prisma ABCDA’B’C’D’, av`nd ca

baz[ p[tratul ABCD. Ar[ta\i c[:

a) ; b) ;AA
,

 (ABC) BC (DCD
,
)

c) ;  d) ;  e) .AD (DCD
,
) BD(ACC

,
) AC (DBB

,
)

3 Se consider[ perpendiculara AD pe planul triun-

ghiului dreptunghic ABC cu  AB  6 cm, BC 
 .  Dac[ , calcu- 10 cm, BAC  90 AD  6 cm

la\i BD, DC ]i DM, unde M este mijlocul lui .BC

4 Dreptunghiul ABCD are   AB  16 cm ]i AD 
. Dac[ , , calcu- 15 cm AM  (ABC) AM  5 cm

la\i MB, MC, MD.

 5 ABCD este un romb cu  AB  18 cm ]i B 
 . Dac[ , 120 AM  (ABC), AM 6 2 cm

calcula\i MB, MC, MD.
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Lec\ia 11. Distan\a de la un punct la un plan

   Dac[ un punct A este situat @ntr-un plan , distan\a de la A la  este zero.  
   Dac[ punctul A este exterior planului , spunem c[ distan\a de la A la  este AA’, unde   AA

,
]i . A

,

 

          Defini\ie

Not[m  ]i citim distan\a de la punctul A la planul  ested (A, )  AA
,


AA’ (vezi Figura 85). 

 

Observa\ie  

Defini\ia precedent[ pune problema unicit[\ii segmentului perpendicular pe   .AA
,

 (A
,

 )

     Perpendiculara dus[ dintr-un punct exterior unui plan pe acel plan este unic[.

          Teorem[

Demonstra\ie  Dac[, prin absurd, am presupune c[ din  se pot construiA  
dou[ perpendiculare diferite AA’ ]i AA’’ pe , atunci am avem  ]i  AA

,

 A
,

A
, ,

, deci m[sura unghiurilor triunghiului AA’A’’ ar fi mai mare dec`t AA
, ,

 A
, ,

A
,

, fals; prin urmare, se poate construi o singur[ perpendicular[ dintr-un180

punct exterior unui plan pe acel plan (vezi Figura 86).

Observa\ie  Distan\a de la A la  reprezint[ lungimea celui mai mic segment
cu un cap[t @n A ]i cel[lalt cap[t @n . #ntr-adev[r, oricare ar fi , , M   M  A

,

unde , avem  (@n triunghiul dreptunghic AA’M ipo- A
,

 ]i AA
,  AM  AA

,

tenuza este mai mare dec`t cateta AA’). Spunem c[  este oblic[ ]i c[ oblicaAM

este mai mare dec`t perpendiculara. (Vezi Figura 87.)

  #n[l\imea unei piramide 

Prin @n[l\imea unei piramide @n\elegem segmentul ce are ca lungime distan\a

dintre v`rful piramidei ]i planul bazei. Astfel, pentru piramida patrulater[ VABCD,

@n[l\imea este segmentul VV’, unde , . VV
,

 (ABCD) V
,

 (ABCD)

(Vezi Figura 88.)
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Observa\ie  

#n cazul unui tetraedru, deoarece oricare dintre cele patru fe\e ale sale poate fi considerat[ baz[,

exist[ 4 @n[l\imi.

Problem[ rezolvat[
 Fie SABC o piramid[ triunghiular[, av`nd ca baz[ triunghiul echilateral ABC. 

Demonstra\i c[ , dac[ ]i numai dac[ piciorul perpendicularei din S pe planul SA  SB  SC (ABC)

este centrul cercului circumscris triunghiului ABC.

Solu\ie  Fie . Rezult[ c[ SO este perpendiculara pe OA,SO  (ABC), O  (ABC)

OB ]i OC, deci triunghiurile SOA, SOB ]i SOC sunt dreptunghice @n O (vezi Figura

89).

 Dac[ , atunci triunghiurile SOA, SOB ]i SOC sunt congruenteSA  SB  SC

(conform cazului I.C.), de unde rezult[  , adic[ O este centrul cerculuiOA  OB  OC

circumscris triunghiului ABC.

Reciproc, dac[ O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC, avem , de unde rezult[ c[OA  OB  OC

triunghiurile SOA, SOB ]i SOC sunt congruente (conform cazului C.C.), de unde rezult[ . SA  SB  SC

Un ra\ionament asem[n[tor se poate face pentru cazul c`nd baza piramidei este un poligon regulat cu n laturi 

. De aici deducem un mod de a caracteriza piramidele regulate.(n  3)

 

Re\ine!

O piramid[ este regulat[ dac[ ]i numai dac[ baza este un poligon regulat, iar @n[l\imea 

,,cade” @n centrul cercului circumscris poligonului.

  #n[l\imea unui con circular drept 

Prin @n[l\imea unui con circular drept @n\elegem segmentul determinat de

v`rful conului ]i centrul bazei conului. #n figura al[turat[, @n[l\imea conului

circular drept este , unde O este centrul bazei. (Vezi Figura 90.)VO

Observa\ie  

Dac[  reprezint[ raza, @n[l\imea, respectiv generatoarea unui con circular drept, are locR, h, G

rela\ia: .G2  R2  h2
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PROBLEME
10 #ntr-un con circular drept raza ]i @n[l\imea au

aceea]i lungime. Afla\i lungimea generatoarei

conului, ]tiind c[ aria bazei conului este egal[ cu

289 cm2.

11   O piramid[ patrulater[ regulat[ are @n[l\imea de 5

cm ]i latura bazei de lungime  Afla\i4 2 cm.

lungimea muchiei laterale a piramidei.

12  O piramid[ patrulater[ regulat[ are raza cercului

circumscris bazei de  ]i suma lungimilor6 2 cm

muchiilor laterale egal[ cu 48 cm. Calcula\i

lungimea @n[l\imii piramidei.

13   Fie triunghiul echilateral ABC cu lungimea laturii

egal[ cu 18 cm ]i un punct P exterior planului 

astfel @nc`t (ABC), PA  PB  PC  12 cm.

  Calcula\i distan\a de la punctul P la planul (ABC).

14 Fie  o piramid[ patrulater[ regulat[ cuVABCD

v`rful V, VA  VC ]i VA  16 cm.

a) Calcula\i distan\a de la punctul A la planul 
(VBD).

b) Calcula\i lungimea @n[l\imii piramidei.

15 Fie M un punct exterior p[tratului ABCD cu 

 }tiind c[ AB  12 cm. MA  MB  MC  MD 
 calcula\i distan\a de la punctul M la 9 cm,

planul (ABC).

16   Fie trapezul dreptunghic ABCD, AB  CD, A 
 Pe planul tra-    90, B  45, AD  DC  6 cm.

pezului construim perpendiculara PA. Calcula\i:

a) Distan\a de la punctul B la planul  (PAD).

b) Distan\a de la punctul C la planul (PAD).

17    Fie  un cub de muchie 8 cm.ABCDA
,

B
,

C
,

D
,

Calcula\i: 

a) Distan\a de la punctul A la planul (BDD
,
).

b) Distan\a de la punctul C’ la planul (A
,

BD).

18  #n prisma triunghiular[ regulat[ cu ABCA
,

B
,

C
,

 se consider[ punc-AB  4 3 cm ]i AA
,  4 cm,

tele  mijloacele muchiilor AB, BC, res-M, N, P

pectiv A’C’. Calcula\i:

a) Distan\a de la punctul B la planul (ACC
,
).

b) Distan\a de la punctul A’ la planul (MNP).

  1 VABCD  este o piramid[  patrulater[  regulat[  

cu v`rful V, cm,  cm ]i @n[l-VA  25 AB  10 2

\imea . Calcula\i VO.VO

  2 Piramida triunghiular[ regulat[ are latura bazei

de lungime 5 cm ]i muchia lateral[ de lungime 8

cm. Calcula\i lungimea @n[l\imii piramidei.

3 VABC este o piramid[ triunghiular[ regulat[ cu

baza ABC ]i @n[l\imea VO. Dac[  VO  6 cm,

 este mijlocul lui BC, calcula\iAB  6 cm ]i M

VA ]i VM.

4 Se consider[ prisma dreapt[ ABCDA
,

B
,

C
,

D
,

,

av`nd ca baz[ p[tratul ABCD. 

}tiind c[  ]i  calcula\i:AB  4 cm AA
,  6 cm,

a) Distan\a de la punctul A la planul (B
,

C
,

D
,
).

b) Distan\a de la punctul B la planul (CDD
,
).

c) Distan\a de la punctul A la planul (BDD
,
).

5  Pe planul p[tratului ABCD de latur[ 10 cm, se

ridic[ perpendiculara PA,  PA  8 cm.

Calcula\i:

a) Distan\a de la punctul C la planul (PAD).

b) Distan\a de la punctul B la planul (PAC).

6 Piramida patrulater[ regulat[ VABCD are mu-

chia lateral[  ]i muchia bazei VA  10 cm AB 
 5 2 cm.

a) Demonstra\i c[ triunghiul VAC este echilateral.

b) Calcula\i aria triunghiului VAC.

7 Fie triunghiul echilateral ABC cu lungimea latu-

rii egal[ cu 12 cm ]i un punct M exterior planu-

lui  astfel @nc`t  ]i(ABC), MA  MB  MC

 Calcula\i MA.d(M, (ABC))  4 cm.

8 Un con circular drept are raza, @n[l\imea ]i gene-

ratoarea egale cu  respectiv  x  1, 2x  5, 3x,

 Afla\i x.x  0.

9 Raza, @n[l\imea ]i generatoarea unui con circular

drept sunt exprimate prin trei numere naturale

consecutive. 

Afla\i lungimea generatoarei conului.
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Lec\ia 12. Distan\a dintre dou[ plane paralele 

  #n[l\imea prismei drepte ]i @n[l\imea paralelipipedului dreptunghic

Fie  ]i , dou[ plane paralele. Ar[t[m c[ distan\a de la orice punct al planului  la planul  este aceea]i. Fie    
,  unde .A, B   AA

,, BB
,, A

,

, B
,

 
Dreptele  ]i  fiind perpendiculare pe acela]i plan, sunt paralele ]i rezult[AA

,

BB
,

,

c[ . (Vezi Figura 91.)AA
,BB

,

 Distan\a dintre dou[ plane paralele este distan\a de la un punct oarecare al unui plan la cel[lalt

plan.

 #n[l\imea unei prisme este lungimea segmentului perpendicular pe planele bazelor prismei,

av`nd capetele @n cele dou[ plane.

          Defini\ie

Observa\ii 

1. #n[l\imea unei prisme drepte este egal[ cu lungimea muchiei laterale.

2. Prin @n[l\imea unui paralelipiped dreptunghic vom @n\elege un segment perpendicular pe

planele bazelor, dac[ acestea sunt precizate. #n caz contrar, orice segment perpendicular pe dou[

fe\e opuse, av`nd capetele @n cele dou[ plane poate fi considerat @n[l\ime. 

3. Prin @n[l\imea unui cilindru circular drept se @n\elege orice segment perpendicular pe baze,

av`nd capetele @n cele dou[ plane ale bazelor.

4. Prin @n[l\imea unui trunchi de piramid[, c`t ]i a unui trunchi de con circular drept se @n\elege

orice segment perpendicular pe baze, av`nd capetele @n cele dou[ plane ale bazelor (vezi Figura

92).

  Sec\iuni diagonale, sec\iuni axiale @n corpurile studiate  

Fiind dat un corp care admite ax[ de simetrie, se nume]te sec\iune axial[ poligonul ob\inut prin sec\ionarea

printr-un plan care con\ine axa de simetrie a corpului.
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Observa\ii 1. Sec\iunile axiale @n poliedre sunt variabile ca form[.

2. Sec\iunile axiale care con\in o diagonal[ a unei baze se numesc sec\iuni diagonale.

  3. Sec\iunile axiale @n corpurile rotunde sunt congruente. 

    Justificare!

 Problem[ rezolvat[
   Prisma patrulater[ regulat[  are muchia bazei  ]i @n[l\imea ABCDA

,

B
,

C
,

D
,

AB  l AA
,  l 3 ;

   Aria sec\iunii diagonale este egal[ cu l  0. 25 6 cm2.

a) Calcula\i distan\a dintre planele  (ABC) ]i (A
,

B
,

C
,
).

b) Calcula\i lungimea diagonalei prismei. 

Solu\ie  a) Sec\iunea diagonal[ este, de exemplu, dreptunghiul ACC
,

A
,

.

Din ipotez[ AACC ,A ,  25 6 cm2, deci AC AA
,  25 6 .

Rezult[  de unde ob\inem  l 2  l 3  25 6 , l  5 cm.

Cum rezult[ c[ distan\a dintre cele(ABC)  (A
,

B
,

C
,
) ]i AA

,

 (ABC),

dou[ plane este egal[ cu lungimea segmentului  adic[ este de AA
,

, 5 3 cm.

   b)  (Vezi Figura 93.)dprism[  AC
,  l2  l2  (l 3 )2  5 5 cm.

PROBLEME
2 Fie  o prism[ patrulater[ regu-ABCDA

,

B
,

C
,

D
,

lat[ cu  iar O este centrul bazeiAB  4 2 cm,

ABCD. }tiind c[  calcula\i:A
,

O  5 cm,

a) lungimea @n[l\imii prismei;

b) aria sec\iunii diagonale a prismei.

1 Fie SABC o piramid[ triunghiular[ regulat[ cu

v`rful S. Un plan , paralel cu  inter- (ABC)

secteaz[ muchiile SA, SB ]i SC @n A
,

, B
,

,

respectiv  Dac[  ]i C
,

. SA  12 cm, SA
,  4 cm

 unde O este centrul bazei ABC,SO  9 cm,

calcula\i distan\a dintre planele  ]i (ABC)

(A
,

B
,

C
,
).
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6 Fie VABCD o piramid[ patrulater[ regulat[ cu

muchia bazei  ]i  PrinAB  6 2 cm VA  10 cm.

mijlocul @n[l\imii piramidei se duce un plan paralel

cu baza. Calcula\i @n[l\imea trunchiului de pira-

mid[ care se formeaz[.

7 Un trunchi de piramid[ triunghiular[ regulat[ are

aria bazei mici egal[ cu  ]i aria bazei mari9 3 cm2

egal[ cu  Se face o sec\iune cu un plan81 3 cm2.

paralel cu bazele la aceea]i distan\[ fa\[ de ambele

baze. Calcula\i aria sec\iunii.

8 Fie  un paralelipiped dreptunghicABCDA1B1C1D1

cu  AB  2 dm, BC  2 2 dm ]i AA1  1 dm.

 Pe segmentul  se consider[ punctele R ]i S,AD1

astfel @nc`t  Planele  suntAR  RS  SD1.  ]i 
paralele cu planul   (ABC) ]i R  , S  .

a) Calcula\i segmentul AD .1

b) Calcula\i distan\a dintre  ]i .

3 Paralelipipedul dreptunghic ABCDEFGH are

dimensiunile AB, AD, AE propor\ionale cu nu-

merele 3, 2, respectiv 5. }tiind c[ suma tuturor

muchiilor paralelipipedului este egal[ cu 80 cm,

calcula\i:

a) distan\a dintre planele  ]i (ABC) (EFG);

b) lungimea diagonalei paralelipipedului.

4  Fie cubul  cu ABCDA
,

B
,

C
,

D
,

AB  6 cm.

a) Ar[ta\i c[ planele  sunt(A
,

BD) ]i (B
,

CD
,
)

paralele.

b) Calcula\i distan\a dintre planele  (A
,

BD)

]i (B
,

CD
,
).

5 Fie  o prism[ dreapt[ @n care bazaABCA1B1C1

ABC este un triunghi echilateral cu AB  8 cm.

Fie  mijloacele muchiilor AB, BC, res-D, E, F

pectiv B1C1.

a) Ar[ta\i c[ planele  sunt(DEF) ]i (ACC1 )

paralele.

b) Calcula\i distan\a dintre planele (DEF) ]i
(ACC1 ).

TEM{ DE SINTEZ{
Recomandat[ pentru lucru @n echipe

Definim simetricul unui punct A @n raport cu un plan  astfel:
 dac[ , simetricul lui A este punctul A’ cu proprietatea c[ planul  trece prin mijlocul segmentului A   

 ]i este perpendicular pe dreapta AA’;AA
,

 dac[ , simetricul lui A este A.A  
Folosind Internetul, realiza\i un proiect intitulat ,,Simetria fa\[ de un plan” @n care s[ pune\i @n eviden\[:

- studiul unor propriet[\i ale simetriei fa\[ de plan prin analogie cu simetria fa\[ de o dreapt[ @ntr-un plan

(studiat[ @n clasa a VII-a).

- exemple de corpuri geometrice ]i corpuri din realitatea @nconjur[toare care au un plan de simetrie (desene,

fotografii, corpuri geometrice din carton realizate de voi).  

  TEST de autoevaluare  

Recomandat pentru portofoliu personal

10p din oficiu

SUBIECTUL I - Pe foaia de rezolvare scrie\i numai rezultatele. (30 de puncte)

5p 1 Dac[  sunt drepte distincte, perpendiculare pe planul atunci dreptele a ]i b sunt . . . a ]i b ,

5p 2 #n paralelipipedul dreptunghic  dreptele AD ]i CG sunt . . . ABCDEFGH,
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5p       3 Diagonala unui cub are lungimea de  Lungimea muchiei cubului este egal[ cu . . . 4 3 cm. cm.

5p       4 Lungimea diagonalei unui paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile de  este6 cm, 2 6 cm ]i 2cm

egal[ cu . . . 

5p       5 Dac[  este o piramid[ patrulater[ regulat[, cu v`rful V, VABCD AB  VA  4 cm ]i AC  BD  O,

atunci  lungimea segmentului VO este egal[ cu . . . cm.

5p       6 #n prisma patrulater[ regulat[  o dreapt[ perpendicular[ pe planul  este dreapta . . . ABCDMNPQ, (BDQ)

SUBIECTUL al II-lea - Preciza\i litera corespunz[toare r[spunsului corect. (30 de puncte)

5p 1 Consider[m triunghiul dreptunghic ABC,  ]i fie  A  90, BC  20 cm, AC  16 cm MB  (ABC), MB 
 Distan\a MA este egal[ cu: 5 cm.

A. 13 cm B. 14 cm C. 15 cm D. 16 cm

5p 2 #n cubul  cu lungimea muchiei egal[ cu 4 cm, not[m  LungimeaABCDA
,

B
,

C
,

D
,

AC  BD  O.

segmentului  este egal[ cu:A
,

O

A. 6 cm B. C. D. 8 cm2 6 cm 4 3 cm

5p 3 Pe planul dreptunghiului ABCD se ridic[ perpendiculara EA. Dac[  ]i AB  7 cm, BC  5 cm EA 
 distan\a dintre punctele E ]i C este egal[ cu: 2 6 cm,

A. 5 cm B. C. D. 4 3 cm 5 3 cm 6 cm

5p 4 Pe planul triunghiului dreptunghic ABC, ducem perpendiculara  }tiind c[ A  90, MO, O  (ABC).

 atunci lungimea segmentului BC este egal[ cu:MA  MB  MC ]i AO  5 cm,

A. 5 cm B. 10 cm C. 15 cm D. 5 2 cm

5p 5 Dac[  este un cub cu latura de 6 cm, atunci distan\a de la punctul C la planul ABCDA
,

B
,

C
,

D
,

(AA
,

B)

este egal[ cu:

A. 6 cm B. C. D. 12 cm6 2 cm 6 3 cm

5p 6 Fie  o prism[ triunghiular[ regulat[ cu muchia lateral[  Dac[ D este mijlocul luiABCA
,

B
,

C
,

AA
,  5 cm.

AC ]i  atunci lungimea segmentului AB este egal[ cu:B
,

D  13 cm,

A. B. C. D. 8 2 cm 8 cm 8 3 cm 10 cm

SUBIECTUL al III-lea - Pe foaia de rezolvare scrie\i rezolv[rile complete. (30 de puncte)

Fie SABC o piramid[ triunghiular[ regulat[, iar SO @n[l\imea sa. Se ]tie c[ SA  26 cm ]i SO  10 cm.

10p a) Ar[ta\i c[ AB  24 3 .

10p b) Demonstra\i c[ BC  SA.

10p c) Dac[ P este mijlocul muchiei SA ]i D mijlocul muchiei BC, calcula\i lungimea segmentului PD.

*
*     *
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Lec\ia 13.  Proiec\ii de puncte, de segmente  
     ]i de drepte pe un plan

  Proiec\ia unui punct pe un plan 

#n practic[, pentru a verifica dac[ un zid este vertical se folose]te

firul cu plumb (vezi Figura 94). Dac[ firul cu plumb este suspendat

din punctul A ]i extremitatea sa (plumbul) atinge planul  (planul
solului), spunem c[ A’ este proiec\ia ortogonal[ a punctului A pe

planul . 

  Proiec\ia ortogonal[ a unui punct pe un plan care nu con\ine punctul este piciorul perpendi-

cularei dus[ din acel punct pe plan.

  Proiec\ia ortogonal[ a unui punct pe un plan care con\ine punctul este punctul @nsu]i. 

          Defini\ie

Faptul c[ proiec\ia punctului A pe planul  este A’ se noteaz[ .  pr A  A
,

De exemplu, dac[ ABCDA’B’C’D’ este un paralelipiped dreptunghic,

proiec\ia punctului B’ pe planul (ABCD) este B, iar proiec\ia punctului A pe

planul (ABCD) este A. 

Deci, not`nd , avem  ]i . (Vezi Figura 95.) (ABC)   pr B
,  B pr A  A

   

  Proiec\ia unei drepte pe un plan 

     Proiec\ia ortogonal[ a unei figuri geometrice pe un plan este mul\imea proiec\iilor tuturor

punctelor figurii pe planul considerat. 

          Defini\ie

Faptul c[ proiec\ia figurii F pe planul  este F’ se noteaz[ .  pr F  F
,

Din defini\ia anterioar[ deducem c[ prin proiec\ia unei drepte pe un plan @n\elegem mul\imea proiec\iilor tuturor

punctelor dreptei pe acel plan.

     Proiec\ia unei drepte pe un plan este o dreapt[ sau un punct. 

          Teorem[
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Demonstra\ie  

Cazul I: dreapta d nu este perpendicular[ pe planul . 
Fie A, B dou[ puncte care apar\in dreptei d ]i nu apar\in planului

. Not[m . Not[m cu d’, dreapta determinat[ pr A  A
,

]i pr B  B
,

de punctele A’ ]i B’. Demonstr[m c[ proiec\ia dreptei d pe planul 
este dreapta d’. (Vezi Figura 96.)

Dreptele AA’ ]i BB’ sunt paralele (fiind perpendiculare pe acela]i plan), deci ele determin[ un plan. Not[m acest

plan cu  ]i avem .     d
,

Fie . Cum , rezult[ . Dar  deci .M  AB ]i M
,  pr M M   ]i MM

,

 AA
,

M
,

  M
,

  M
,

 d
,

Reciproc, fie N’, un punct pe dreapta d’. Paralela la AA’ dus[ prin N’ intersecteaz[ dreapta d @n punctul N. Din 

, rezult[ , deci . Am ar[tat prin dubl[ incluziune c[ . NN
,

 AA
,

]i AA
,

  NN
,

  N
,  pr N pr d  d

,

Cazul II:  dreapta d este perpendicular[ pe planul .
Not[m . (Vezi Figura 97.)d    O

Toate punctele dreptei d au aceea]i proiec\ie pe planul , ]i anume punctul O, deci .  pr d  O

Observa\ii 1. Dac[ dreapta d @n\eap[ planul @ntr-un punct C

]i nu este perpendicular[ pe plan, pentru a ob\ine proiec\ia 

se proiecteaz[ un punct A al dreptei @n A’. 

Avem  (vezi Figura 98).A
,

C  pr d

2.  Dac[ dreapta d este paralel[ cu planul

 , atunci  este paralel[ cu d (vezi Figura 99).  d
,  pr d

  Proiec\ia unui segment pe un plan  

Proiec\ia unui segment pe un plan se bazeaz[ pe urm[torul rezultat.

    Proiec\ia unui segment pe un plan este un segment sau un punct.

          Teorem[

Re\ine!

Dac[ dreapta AB nu este perpendicular[ pe planul , atunci proiec\ia segmentului  pe  AB

planul  este segmentul ale c[rui capete se ob\in proiect`nd punctele A ]i B pe planul . 
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Dac[ dreapta AB este perpendicular[ pe planul , atunci proiec\ia segmentului  pe planul  este punctul de AB 
intersec\ie a planului  cu dreapta AB.

Exemplu  Proiec\iile segmentelor din Figura 100 pe planul  sunt desenate @n figur[ ]i prezentate @n tabelul
urm[tor.

K
,

L
,

KL(Figura 100 f))K  , L  , KL    P

IJIJ (Figura 100 e))I  , J  

G
,

H
,

GH (Figura 100 d))G  , H  , GH  

E
,

F
,

EF (Figura 100 c))E  , F   ]i EF / 

OCD (Figura 100 b))CD, C  , D  

AB
,

AB (Figura 100 a))A  , B   ]i AB / 

Proiec\ia 

segmentului pe 
SegmentulIpotez[

Problem[ rezolvat[
Fie ABCDA’B’C’D’ un cub. Indica\i, @n fiecare caz, care este proiec\ia:

a) punctului A pe planul (B’C’D’);

b) segmentului  pe planul (BCD);AD
,

c) dreptei B’D’ pe planul (ABC);

d) dreptei AA’ pe planul (BCD);

e) dreptei A’B’ pe planul (DCC’);

f) dreptei AC’ pe planul (A’B’D’);

g) dreptei AC pe planul (ABD).

Solu\ie  a) A’, deoarece ;       b) ;AA
, (B

,

C
,

D
,
) AD

   c) BD, deoarece  ]i ;DD
,(ABC) BB

,

 (ABC)

  d) , deoarece ;        e) D’C’;A AA
, (BCD)

  f) A’C’;  g) AC, deoarece . AC  (ABD)
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PROBLEME 

1 Desena\i paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B’C’D’ ]i preciza\i proiec\ia: 

a) lui A’ pe (ABC); b) lui B’ pe (ABC); c) lui A’ pe (BCC’); d) lui A pe (BCD);

e) lui A pe (BCC’); f) lui D pe (A’B’B); g) segmentului  pe (ABC);A
,

B

h) segmentului  pe (ABC);A
,

B
,

i) segmentului pe (ABC); j) segmentului  pe (BCC’);B
,

D
,

A
,

B
,

k) segmentului  pe (ABC); l) segmentului  pe (ABC);A
,

C D
,

B

m) segmentului  pe (A’AD); n) segmentului  pe (BCC’).AD
,

AD
,

2 VABC este o piramid[ triunghiular[, iar VO este @n[l\imea piramidei. Preciza\i proiec\ia lui:

a) V pe (ABC); b) A pe (VAC); c) A pe (ABC); d)  pe (ABC); e)  pe (ABC). VA VB

3 Fie ABCA’B’C’ o prism[ triunghiular[ regulat[, iar M ]i N sunt mijloacele segmentelor  ]i respectiv BC B
,

C
,

.

Preciza\i proiec\ia dreptei:

a)  pe (ABC); b)  pe (ABC); c)  pe (A’B’C’); d)  pe (A’B’C’);A
,

B B
,

C
,

BC BC
,

e)  pe (ABC); f)  pe (ABC); g)  pe (ABC); h)  pe (A’B’C’);MN B
,

M NC NC

i)  pe ; j)  pe (ABC); k)  pe (BCC’); l)  pe (ABC).A
,

M (ABC) A
,

N A
,

M AB

4 Proiec\ia unui segment  pe un plan  este segmentul . Demonstra\i c[ proiec\ia mijlocului segmen-AB  A
,

B
,

tului  pe planul  este mijlocul segmentului . AB  A
,

B
,

5 Fie A, B, C trei puncte necoliniare situate @n planul  ]i M, N, P trei
puncte situate @n afara planului, astfel @nc`t AM  , BN  , CP  
(vezi Figura 102).

     Indica\i:

a) Trei drepte diferite care au ca proiec\ie pe planul  dreapta AB.
b) Trei segmente diferite care au ca proiec\ie pe planul  segmentul 

.BC

c) Trei triunghiuri diferite care au ca proiec\ie pe planul  triunghiul ABC.

 6 ABCDA’B’C’D’ este un cub. Preciza\i proiec\ia:

a) punctului A pe (DCC’); b) punctului D’ pe (BCC’); c) punctului C’ pe (DCD’);

d) segmentului DB’ pe (ABC); e) segmentului DB’ pe (ADD’); f) segmentului DB’ pe (BCC’);

g) segmentului DB’ pe (ABA’); h) segmentului AD’ pe (BDD’).  

7 Proiec\ia unui segment  pe un plan  este segmentul . Dac[ mijlocul lui  este proiec\ia unuiAB  A
,

B
,

A
,

B
,

punct M al segmentului , arat[\i c[ M este mijlocul lui .AB AB

8 VABCD este o piramid[ patrulater[ regulat[ cu @n[l\imea VO.

a) Ar[ta\i c[ proiec\iile muchiilor  pe planul (ABC) au lungimile egale.VA, VB, VC, VD

b) Preciza\i proiec\ia: i) lui  pe (VBD); ii) lui  pe (VBD);     iii) lui  pe (VAC).VA VC VB

9 Ar[ta\i c[ proiec\ia unui paralelogram ABCD pe un plan , cu , este un paralelogram sau un segment. AB  

  10 Un triunghi ABC are . Ar[ta\i c[ proiec\ia centrului de greutate al triun-AB  , C  , CC
,  ]i C

,

 
ghiului ABC pe planul  este centrul de greutate al triunghiului ABC’ sau un punct pe segmentul . AB

  11 a) Dac[ trei puncte sunt coliniare, demonstra\i c[ proiec\iile lor pe un plan sunt puncte coliniare.

b) Dac[ proiec\iile a trei puncte sunt coliniare rezult[ c[ punctele sunt coliniare?
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Lec\ia 14.  Unghiul dintre o dreapt[ ]i un plan 
       Lungimea proiec\iei unui segment pe un plan

  Unghiul dintre o dreapt[ ]i un plan  

#n Figura 103 este reprezentat un zmeu Z;  este sfoara zmeului, punctul A fiind fixat pe planul orizontal .AZ 
#n[l\imea la care se ridic[ zmeul depinde de unghiul pe care

sfoara @l formeaz[ cu planul orizontal. Dar ce trebuie s[

@n\elegem prin unghiul dreptei AZ cu planul ? Not[m cu Z’
proiec\ia zmeului pe planul solului. Vom spune c[ unghiul

format de sfoar[ cu planul solului este unghiul ZAZ’. 

Dac[ zmeul se ridic[ vertical (Figura 104), spunem c[ unghiul format de dreapta AZ cu planul  este drept.
Dac[ zmeul se afl[ pe sol (Figura 105), spunem c[ unghiul format de dreapta AZ cu planul  este nul.

 Dac[ o dreapt[ este con\inut[ @ntr-un plan sau este paralel[ cu planul, unghiul acelei drepte cu

planul este nul.

 Dac[ o dreapt[ este perpendicular[ pe un plan, unghiul acelei drepte cu planul este drept.  

 Dac[ o dreapt[ intersecteaz[ un plan ]i nu este perpendicular[ pe acesta, unghiul dreptei cu planul

este unghiul format de dreapt[ cu proiec\ia ei pe plan. 

          Defini\ie

Din defini\ie rezult[ c[ m[sura @n grade a unghiului dintre o dreapt[ ]i un plan apar\ine intervalului .0, 90
Unghiul format de dreapta d cu planul  se noteaz[ . (d, )

 #n Figura 106, , unde  ]i . (d, ) (BAB
,
) B

,  pr B d    A
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  Aplica\ie: Lungimea proiec\iei unui segment pe un plan  

Lungimea proiec\iei ortogonale a unui segment pe un plan depinde at`t de lungimea segmentului, c`t ]i de

unghiul format de dreapta ce con\ine segmentul cu planul considerat. 

     Fie l lungimea segmentului  ]i l’ lungimea proiec\iei sale pe un plan  care formeaz[ cuAB 
dreapta AB un unghi de m[sur[ (@n grade) . Atunci .u 0, 90 l

,  l cos u

          Teorem[

Demonstra\ie 

 Fie ,  ]i  . A
,  pr A B

,  pr B AC  A
,

B
,

, C  BB
,

Din triunghiul dreptunghic ACB, rezult[ c[  . AC  AB  cos u

Cum , rezult[ c[ , unde  . AC  A
,

B
,

A
,

B
,  AB  cos u u (AB, )

(Vezi Figura 107.)

Observa\ii  1.  Dac[ , atunci .AB   A
,

B
,  AB

 2. Dac[ , atunci lungimea proiec\iei lui  este nul[.AB   AB pe 

Re\ine!

Dac[ dreapta AB formeaz[ cu planul  un unghi de m[sur[ u, segmentul
  are lungimea l, iar proiec\ia sa pe planul  are lungimea , atunciAB  l

,

l
, 








l cos u dac[ u  (0, 90)

l dac[ u  0

0 dac[ u  90
.

 Problem[ rezolvat[
#n Figura 108  , . A  , B  , BB

,  B
,

 

a) Dac[  ]i , calcula\i AB’.AB  4 cm (AB,)  45

b) Dac[  ]i , calcula\i .AB  10 cm AB
,  5 cm (AB, )

c) Dac[  ]i , calcula\i AB. (AB, )  45 AB
,  2 cm

Solu\ie   a) Avem  .AB
,  AB  cos u  4  cos 45  4 

2
2

 2 2 cm

   b) Din  rezult[  deci .5  10  cos u cos u  5
10

 1
2

u  60

   c) Din  rezult[ .2  AB  cos 45 AB  4

2
 2 2

  Geometrie                                                                                                                                              

 - 130 -



u
A

B

C

A' B'

Figura107

 A B'

B

Figura 108

u0



 PROBLEME

1 Un segment  cu lungimea de 20 cm se proiecteaz[ pe un plan . Unghiul format de  are m[sura de:AB  AB cu 
a) ; b) ; c) . 45 60 30

Afla\i lungimea proiec\iei lui  pe planul .AB 

2 Segmentul  cu lungimea de 8 cm se proiecteaz[ pe un plan  dup[ segmentul . Dac[ AB  A
,

B
,

, afla\i:AA
,  10 cm ]i BB

,  6 cm

a) lungimea proiec\iei A’B’; b) m[sura unghiului format de AB cu planul .

3 Triunghiul ABC are  ]i unghiul format de AB cu planul  areAC , B  , AB  10 cm, BC  10 3 cm 
m[sura de . Afla\i m[sura unghiului format de BC cu  ]i lungimea proiec\iei lui  pe .60  BC 

4 #n tetraedrul VABC m[surile unghiurilor formate de VA, VB, VC cu planul (ABC) sunt egale cu 30, 45

respectiv . Dac[ , calcula\i lungimile proiec\iilor segmentelor  pe planul (ABC).60 VA  10 cm VA, VB, VC

5 #n cubul ABCDA’B’C’D’, afla\i: a) m[sura unghiului dintre A’B ]i planul (ABC);

 b) tangenta unghiului format de A’C cu planul (ABC).

6 ABCA’B’C’ este o prism[ triunghiular[ regulat[ cu baza ABC ]i  ]i M esteAB 6cm, AA
,  2 3 cm

mijlocul lui . Afla\i:BC

a) m[sura unghiului dintre A’B ]i planul (ABC); b) tangenta unghiului format de A’M cu planul (ABC);

c) lungimea proiec\iei segmentului  pe planul (BCC’).AC
,

7 VABCD este o piramid[ patrulater[ regulat[ cu baza ABCD,  ]i @n[l\imea . Afla\i:AB  2 2 cm VO  2 3 cm

a) m[sura unghiului dintre VA ]i planul (ABC);  b) lungimea proiec\iei muchiei  pe planul .VA VBD

8 #n paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B’C’D’,  ]i m[sura unghiului format de BD’AB  6 cm, BB
,  12 cm

cu planul (ABCD) este de . Afla\i: a) lungimea proiec\iei segmentului  pe planul (ADD’);60 BD

   b) lungimea proiec\iei segmentului  pe planul (ADD’A’). BD
,

9 Un segment  se proiecteaz[ pe un plan  dup[ segmentul . Dac[   ]iAB  A
,

B
,

AA
,  4 cm, BB

,  7 cm

, afla\i:  a) lungimea segmentului ;A
,

B
,  3 cm AB

 b) m[sura unghiului format de AB cu planul .

  10 Triunghiul ABC dreptunghic @n A, are ipotenuza . Unghiul dreptei AB cu planul  are m[sura de ,BC    30

unghiul dreptei AC cu planul  are m[sura de , iar distan\a de la A la planul  este egal[ cu 9 cm. Calcula\i 60 
lungimile proiec\iilor laturilor triunghiului ABC pe planul .

  11 ABCDA’B’C’D’ este o prism[ patrulater[ regulat[ cu latura bazei egal[ cu 6 cm, iar unghiul dintre A’C ]i

(ABC) are m[sura de . Afla\i lungimea proiec\iei segmentului  pe planul (ADD’A’).30 A
,

C

  12 Un triunghi echilateral ABC se proiecteaz[ pe un plan  ce con\ine punctul A, dup[ triunghiul AB’C’. Dac[
AB ]i AC fac cu planul  unghiuri congruente (]i sunt de aceea]i parte a lui ) ]i , afla\i  (B

,

AC
,
)  90

m[sura unghiului format de AC cu planul . 

  13 Sfoara @ntins[ a unui zmeu are lungimea de 16 metri ]i formeaz[ cu solul un unghi de . La ce @n[l\ime se30

ridic[ zmeul?
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Lec\ia 15.  Teorema celor trei perpendiculare

       

  Teorema celor trei perpendiculare 

#n Figura 109, M este un punct fixat pe cl[dire, iar d reprezint[ o bordur[. 

Pentru a ob\ine o c`t mai bun[ stabilitate ne punem problema cum trebuie ales

pe dreapta d punctul A @n care s[ se sprijine o scar[ AM perpendicular[ pe d? 

R[spunsul la aceast[ @ntrebare va fi dat cu ajutorul teoremei urm[toare:

     Consider[m un plan , un punct M exterior planului ]i o dreapt[ d inclus[ @n plan. Dac[ O este
proiec\ia lui M pe   ]i iar A este proiec\ia lui O pe d, atunci A este proiec\ia lui M pe d. O  d,

          Teorema celor trei perpendiculare

Demonstra\ie Din faptul c[ , rezult[ c[ . MO   ]i d   MO  d

Dreapta d este perpendicular[ pe dreptele MO ]i OA, prin urmare este perpendicular[ pe planul (MOA)

determinat de aceste drepte. Cum , rezult[ c[ d este perpendicular[ pe dreapta AM.MA  (MOA)

Observa\ii

1.  #n ipoteza teoremei intervin dou[ rela\ii de 

perpendicularitate, , ]i , iar concluzia re-MO   OA  d

prezint[ o a treia rela\ie de perpendicularitate . MA  d

De aici provine numele teoremei.

2.  Aplic`nd teorema celor trei perpendiculare,

g[sim r[spunsul la problema pus[ la @nceputul acestui 

paragraf: punctul A reprezint[ proiec\ia punctului O pe d.

3.  Fie B un punct pe dreapta d. Unghiul OAB

reprezint[ proiec\ia unghiului MAB pe planul . 
Deci enun\ul teoremei celor trei perpendiculare poate fi exprimat astfel:

Dac[ un unghi are o latur[ inclus[ @ntr-un plan dat ]i proiec\ia unghiului pe acest plan este un

unghi drept, atunci unghiul considerat este drept. 

  Geometrie                                                                                                                                              

 - 132 -

O

A

d

M

Figura 109



M

A

d
O

Figura 110

MA  d

MO  , O  

O  d, d  

OA  d, A  d

ConcluzieIpotez[



O

d
A

B

M

Figura 111



  Calculul distan\ei de la un punct la o dreapt[ 

Din teorema celor trei perpendiculare, deducem un procedeu pentru calculul distan\ei de la un punct M la o

dreapt[ d inclus[ @ntr-un plan .
 Construim .MO, O  
 Construim .OA  d, A  d

 Distan\a de la punctul M la dreapta d este MA, care poate fi calculat[ cu teorema lui Pitagora @n triunghiul

MOA (triunghiul format de cele trei perpendiculare). 

 Problem[ rezolvat[
       Pe planul trapezului dreptunghic ABCD cu , , , iar  cm,  AB  CD B  90 A 45 AD  CD  10

   @n punctul D se ridic[ perpendiculara . DM  5 cm

   Calcula\i distan\a de la punctul M la dreptele:

 a) BC; b) AB; c) AC. 

Solu\ie  a) Avem , deci . Din  ]i BCD  90 DC  CB MD  (ABC) BC 
, cu teorema celor trei perpendiculare rezult[  deci  (ABC) MC  BC

. Cu teorema lui Pitagora @n triunghiul MDC g[sim d(M, BC) MC

.MC  5 5 cm

   b) ; construim  ]i din teorema celorMD  (ABC) DE  AB, E  AB

trei perpendiculare ob\inem c[ . Av`nd , triunghiul AED este dreptunghic isoscel; g[sim d(M, AB)  ME A  45

, apoi .DE  AE  5 2 cm ME  5 3 cm
 c) Construim O fiind mijlocul lui  deoarece triunghiul DAC este isoscel. Din DO  AC, AC

, rezult[ din teorema celor trei perpendiculare c[ . MD  (ABC), DO  AC, AC  (ABC) d(M, AC)  MO

Vom calcula MO din triunghiul dreptunghic MOC @n care cunoa]tem ipotenuza . MC  5 5 cm

 ]i din teorema lui Pitagora @n triunghiul ABC g[sim , de aiciAB  AEEB, AB  10 5 2 cm AC 2  200 100 2

]i apoi ; rezult[ . OC 2  AC 2

4
 50 25 2 MO 2  MC 2 OC 2 MO  5 3  2 cm

PROBLEME

1 Construi\i din be\i]oare ]i carton configura\ia teoremei celor trei perpendiculare.

2 Pe planul p[tratului ABCD cu  se ridic[ perpendiculara MB, . Calcula\i distan\a de la MAB  8 cm MB 6 cm

la AD, CD ]i AC.

3 #n centrul O al unui dreptunghi ABCD se ridic[ perpendiculara . Calcula\i distan\ele de la M laOM  12 cm

laturile dreptunghiului, dac[  ]i .AB  4 cm BC  12 cm

4 Pe planul triunghiului echilateral ABC cu  se ridic[ perpendiculara , unde O esteAB  6 3 cm MO  12 cm

centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Calcula\i distan\a de la M la laturile triunghiului.

5 Pe planul hexagonului regulat ABCDEF cu latura egal[ cu 6 cm se ridic[ perpendiculara .AM  6 cm

Calcula\i .d (M; FE), d (M; ED), d (M; FC)

6 Pe planul p[tratului ABCD se ridic[ perpendiculara , unde O este centrul p[tratului. Dac[ OM  4 cm

, calcula\i distan\a de la M la laturi.AB  8 cm

 7 Pe planul rombului ABCD cu  se ridic[ perpendiculara . Calcula\iA  60 ]i AB  6 3 cm AM  6 cm

distan\ele de la M la BC, CD ]i BD.
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8 #n desenele din Figura 113 . Calcula\i @n fiecare caz .AD  (ABC) d (D, BC)

9 Construi\i din carton cubul ABCDA’B’C’D’ ]i colora\i segmentele AA’,

AB, A’B ]i BC. Ar[ta\i c[ . (Vezi Figura 114.)A
,

B  BC

  10 Fie dreptunghiul ABCD cu   Pe diagonala AC se consider[ punctul M, astfel @nc`t AB  12 cm ]i BC  9 cm.

 #n punctul M se ridic[ perpendiculara PM, cu  Calcula\i distan\ele de la punctul P la
AM
AC

 2
3

. PM  8 cm.

laturile dreptunghiului.

   11 Fie ABCDEF o prism[ triunghiular[ regulat[, av`nd latura bazei  @n[l\imea AB  12 cm ]i AD  6 cm.

 Calcula\i: a) distan\a de la punctul F la dreapta AB;

 b) distan\a de la punctul F la dreapta AM, unde M este mijlocul muchiei BC.

   12 Piramida patrulater[ regulat[ SABCD are latura bazei  ]i @n[l\imea AB  12 cm SO  8 2 cm.

Calcula\i: 

a) distan\a de la punctul S la dreapta AD; b) distan\a de la punctul B la dreapta SC.

   13 Pe planul triunghiului dreptunghic ABC,  se ridic[ perpendiculara AM, A  90, AB  3 cm ]i AC  4 cm,

 Afla\i: a) distan\a de la punctul M la dreapta BC;AM  1 dm.

b) distan\a de la punctul B la dreapta MC; c) distan\a de la punctul C la dreapta MB.

   14 Se consider[ prisma triunghiular[ regulat[ ABCA’B’C’ cu latura  Fie M mijloculAB  4 cm ]i AA
,  6 3 cm.

muchiei  ]i punctul N pe muchia astfel @nc`t  Calcula\i:AA
,

BB
,

,
BN
B , N

 1
2

.

a) distan\a de la punctul B la dreapta A
,

C
,

;

b) distan\a de la punctul M la dreapta de intersec\ie a planelor (ABC) ]i (MNC).
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Lec\ia 16.  Unghi diedru

  Unghi plan corespunz[tor diedrului
     Unghiul a dou[ plane 

 

  Unghi diedru 

#ndoind o foaie de h`rtie ca @n Figura 115, ob\inem un model pentru

no\iunea de unghi diedru care este analoag[ cu cea de unghi din geometria

plan[. 

     Se nume]te unghi diedru (sau pe scurt diedru), figura geometric[ format[ din dou[ semiplane

m[rginite de aceea]i dreapt[. 

          Defini\ie

Dreapta comun[ celor dou[ semiplane se nume]te muchia diedrului, iar cele

dou[ semiplane se numesc fe\ele diedrului.

 Dac[ fe\ele unui diedru coincid, spunem c[ diedrul este nul.

 Dac[ fe\ele unui diedru sunt semiplane opuse, spunem c[ diedrul este plat.

 Diedrul ale c[rui fe\e sunt semiplanele  se noteaz[ . ]i  ,

Pentru a compara dou[ diedre se introduce no\iunea de unghi plan

corespunz[tor diedrului.

    Se nume]te unghi plan corespunz[tor unui diedru, intersec\ia unui diedru cu un plan perpen-

dicular pe muchia sa. 

          Defini\ie

Fie  un unghi diedru, m muchia sa ]i  un plan perpendicular pe m. Not[m, 
cu O intersec\ia planului  cu muchia m. Planul  intersecteaz[ semiplanele  ]i    
dup[ dou[ semidrepte a ]i b cu originea @n O. 

Unghiul  este unghiul plan corespunz[tor diedrului . a, b ,
M[sura unghiului plan corespunz[tor unui diedru nu depinde de pozi\ia

punctului O pe muchia diedrului @n care a fost dus planul perpendicular pe aceasta. 

Toate unghiurile plane corespunz[toare unui diedru sunt congruente, fiind unghiuri cu laturile respectiv paralele.

     M[sura unui unghi diedru este m[sura unghiului plan corespunz[tor diedrului. 

          Defini\ie
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#n practic[, pentru a construi unghiul plan corespunz[tor unui diedru se fixeaz[ un punct pe muchia diedrului ]i

se construiesc dou[ semidrepte perpendiculare pe muchie cu originea @n acel punct ]i con\inute @n fe\ele diedrului.

 Dac[ m[sura unui unghi diedru este mai mic[ dec`t , atunci diedrul este ascu\it.90

 Dac[ m[sura unui unghi diedru este , atunci diedrul este drept.90

 Dac[ m[sura unui unghi diedru este mai mare dec`t , atunci diedrul este obtuz.90

  Unghiul dintre dou[ plane 

Dou[ plane secante formeaz[ patru unghiuri diedre. 

     M[sura unghiului dintre dou[ plane este egal[ cu m[sura unui diedru ascu\it (sau drept) format

de acestea.

          Defini\ie

Observa\ie M[sura unghiului dintre dou[ plane este m[sura unghiului dintre dou[ drepte incluse

respectiv @n cele dou[ plane ]i perpendiculare @n acela]i punct pe dreapta de intersec\ie.

#n Figura 118 . ,  a, b

 Problem[ rezolvat[
Fie ABCDA’B’C’D’ un paralelipiped dreptunghic cu

 ]i . AB  BC  4 cm AA
,  4 3 cm

Calcula\i m[sura unghiului dintre planele:

a) (BCC’) ]i (ACC’); b) (ABD’) ]i (ABB’); c) (ABD’) ]i (ABC). 

 
Solu\ie a) ,  ]i ,  ]i (BCC

,
)  (ACC

,
)  CC

,

BCCC
,

BC  (BCC
,
) AC  CC

,

. Rezult[ c[ .AC  (ACC
,
) BCC

,

, (ACC
,
) BCA  45

 b) , ,  ]i . (ABD
,
)  (ABB

,
)  AB D

,

A  AB ]i D
,

A  (ABD
,
) AA

,

 AB AA
,

 (ABB
,
)

Rezult[ c[ . , deci . (ABD
,
), (ABB

,
) A

,

AD
,

tg (A
,

AD
,
)  A

,

D
,

AA , 
3

3
A

,

AD
,  30

 c) , ,  ]i . (ABD
,
)  (ABC)  AB AD

,

 AB ]i AD
,

 (ABD) AD  AB AD  (ABC)

Rezult[ c[ ,  deci .(ABC), (ABD
,
) D

,

AD tg(D
,

AD)  3 , (D
,

AD)  60

PROBLEME

1 #n Figura 120 ABCD este un dreptunghi ]i ABEF este un trapez

dreptunghic cu  ]i . AB  EF F  90

Numi\i unghiul plan corespunz[tor diedrului din figur[. 
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2 Se d[ cubul ABCDA’B’C’D’. Determina\i m[sura unghiului format de planele:

a) (ABC) ]i (ABC’); b) (ABC) ]i (BCA’);

c) (A’B’C’) ]i (A’B’C); d) (ACA’) ]i (DBD’). 

3 Un cort are form[ de prism[ triunghiular[ regulat[ ABCDEF. Lungimea cortului este , iar muchiaAD  3, 6 m

bazei este  AB  1, 8 m.

a) Afla\i m[sura unghiului format de dreptele BC ]i DF.

b) Calcula\i tangenta unghiului format de planele (ABC) ]i (BCD).

c) Afla\i c`t cost[ p`nza necesar[ confec\ion[rii cortului, ]tiind c[  de p`nz[ cost[ 30 lei (se1 m2

acoper[ cu p`nz[ toate fe\ele cortului, iar ). 3  1, 73

4 Pe planul triunghiului dreptunghic isoscel ABC cu  ]i , se ridic[ perpendiculara ,  A  90 AC  6 cm BD

. Afla\i m[sura unghiului diedru care are fe\ele (ABC) ]i (ACD).BD  6 3 cm

5 Pe planul triunghiului echilateral ABC cu  se ridic[ perpendiculara . Afla\i m[suraAB  8 cm AM  4 cm

unghiului dintre (ABC) ]i (BCM). 

6 Pe planul triunghiului dreptunghic ABC, ,  se ridic[ perpendiculara DA,A  90 AC  12 cm, AB  16 cm

astfel @nc`t . Determina\i m[surile unghiurilor diedre determinate de:DA  9, 6 3 cm
a) (ABC) ]i (BCD); b) (ABC) ]i (ABD); c) (ABC) ]i (ACD). 

7 Capacul unui container @n form[ de cub cu muchia de 1 m se deschide ]i

este sus\inut de o tij[ cu lungimea de 1 m. Afla\i m[sura unghiului diedru

ale c[rui fe\e sunt cele  dou[ pozi\ii ale capacului (@nchis ]i deschis). 

(Vezi Figura 121.)

8 Prisma triunghiular[ regulat[ ABCA’B’C’ are  ]i M este mijlocul lui . Calcula\i:AB  6 cm, AA
,  12 cm CC

,

a) m[sura unghiului dintre (ABB’) ]i (ACC’);

b) tangenta unghiului dintre (A’BC) ]i (ABC); c) tangenta unghiului dintre (A’MB) ]i (ABC).

9 VABCD este o piramid[ patrulater[ regulat[ cu muchia bazei AB ]i muchia lateral[ VA. }tiind c[ 

 , calcula\i: a) m[sura unghiului dintre (VAB) ]i (ABC);AB  8 cm ]i VA  4 5 cm

b) m[sura unghiului dintre (VAB) ]i (VCD); c) tangenta unghiului dintre (VAC) ]i (VAB). 

  10 O foaie de carton dreptunghiular[, notat[ ABCD, unde , are latura AD con\inut[ @n planul mesei.AB  20 cm

Dac[ distan\a de la punctul C la planul mesei este de 10 cm, calcula\i m[sura unghiului determinat de planul

dreptunghiului ]i planul mesei.

  11 Pe planul dreptunghiului ABCD cu , se ridic[ perpendiculara AM, cu .AB  4cm ]i AD  4 3 cm AM  4 cm

Afla\i: a) m[sura unghiului dintre (MCD) ]i (ABC); b) m[sura unghiului dintre (MBC) ]i (ABC).

  12 Paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B’C’D’ are  . Afla\i:AB  6 3 cm, AD  6cm ]i AA
,  9 cm

a) tangenta unghiului dintre (A’BC) ]i (ABC);

b) m[sura unghiului dintre (A’BD) ]i (ABC); c) tangenta unghiului dintre (ABC) ]i (A’DC).

  13 Tetraedrul ABCD are toate muchiile congruente ]i M este mijlocul lui . Afla\i:CD

a) cosinusul unghiului dintre (ACD) ]i (BCD); b) sinusul unghiului dintre (ABM) ]i (ABC).
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Lec\ia 17.  Plane perpendiculare

     Dou[ plane se numesc perpendiculare dac[ formeaz[ un diedru drept.

          Defini\ie

Exemplu Planul podelei unei s[li de clas[ ]i planul unuia dintre pere\ii

s[lii sunt dou[ plane perpendiculare. 

Dac[  sunt plane perpendiculare, scriem: . ]i    
#n Figura 122, planul u]ii este perpendicular pe planul podelei.

 Acest ultim exemplu sugereaz[ urm[toarea teorem[: 

     Dac[ o dreapt[ este perpendicular[ pe un plan dat, atunci orice plan care con\ine dreapta este

perpendicular pe planul dat.

          Teorema 1

Demonstra\ie  Fie ,  ]i  un plan care con\ine d d   d    O 
(vezi Figura 123). Demonstr[m c[ .  

Not[m ,  ]i consider[m @n planul , dreapta bc     O  c 
perpendicular[ pe c,  Deoarece , rezult[ c[ . O  b. d   ]i b   d  b

  Unghiul plan corespunz[tor diedrului format de planele  ]i
 este drept, deci .    

Observa\ie  Aceast[ teorem[ ne ofer[ o metod[ de a demonstra c[ dou[ plane sunt perpendiculare.

Dac[ un plan con\ine o dreapt[ perpendicular[ pe alt plan, atunci planele sunt perpendiculare.

     Dac[ dou[ plane sunt perpendiculare, atunci orice dreapt[ con\inut[ @n unul dintre ele ]i

perpendicular[ pe dreapta lor de intersec\ie, este perpendicular[ pe cel[lalt plan.

          Teorema 2

Demonstra\ie Fie ,  ]i ,  .    a,   d   d  a d  a  O
Construim  ]i . Cum , rezult[ . b   b  a    d  b

Deoarece , rezult[ . d  a d  
(Vezi Figura 124.)
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Problem[ rezolvat[
 Muchia cubului ABCDA’B’C’D’ are 10 cm. 

Ar[ta\i c[  ]i calcula\i .(BCA
,
)  (ABA

,
) d (A, (A

,

BC))

 
Solu\ie  Dreapta BC este perpendicular[ pe dreptele AB ]i BB’ din planul

(ABA’), deci . Cum , rezult[ .BC  (ABA
,
) BC  (BCA

,
) (BCA

,
)  (ABA

,
)

Intersec\ia planelor (BCA’) ]i (ABA’) este A’B. Ducem  ]i rezult[ , deoarece AP  A
,

B, P  A
,

B AP  (A
,

BC)

 Deci , unde punctul P este intersec\ia diagonalelor p[tratului ABB’A’. Deci (BCA
,
)  (ABA

,
). d (A, (A

,

BC))  AP

cm. AP  AB
,

2


10 2
2

 5 2

PROBLEME
1 Pe planul p[tratului ABCD se ridic[ perpendiculara AE. Ar[ta\i c[:

a) ; b) ; c) ; d) .  (EAB)  (EAD) (EAB)  (EBC) (EAD)  (EDC) (EAC)  (EDB)

2 Triunghiul dreptunghic isoscel ABC cu ,  se @ndoaie de-a lungul @n[l\imii AD, A  90 AB  6 cm D  BC

p`n[ c`nd planele (ABD) ]i (ADC) devin perpendiculare. Calcula\i:

a) distan\a dintre punctele B ]i C dup[ @ndoire; b)  dup[ @ndoire.d (C, (ABD))

3 Triunghiurile dreptunghice ABC ]i ABD sunt situate @n plane perpendiculare. Dac[  AB  AC  16 cm,

 ]i , calcula\i: a) CD; b) ; c) .ADB  90 AD  8 cm d (B, (ACD)) d (A, (BCD))

4 Dreptunghiul ABCD ]i p[tratul ABEF sunt situate @n plane perpendiculare. Dac[ ,AB  40 cm ]i BC  30 cm

atunci: a) calcula\i ; b) calcula\i ;d (C, FE) d (C, AE)

c) ar[ta\i c[ ; d) calcula\i .(ACE)  (FBC) d (B, (CAE))

5 Triunghiurile ABC ]i BCD sunt dreptunghice ]i isoscele cu ipotenuza . Dac[ triunghiul ABD esteBC

echilateral, ar[ta\i c[ .(ABC)  (BCD)

6 Dreptunghiul ABCD cu  se @ndoaie dup[ diagonala AC p`n[ c`nd planele (ABC)AB  10cm ]i BC  10 3 cm

]i (ACD) devin perpendiculare. Calcula\i BD dup[ @ndoire.

7 Pe planul triunghiului echilateral ABC se ridic[ perpendiculara AD. Dac[ M este mijlocul laturii  ar[ta\iBC

c[: a) ; b) ; c) .(ADC)  (ABC) (ADM)  (ABC) (ADM)  (DBC)

8 Tetraedrul ABCD are  ]i . Ar[ta\i c[:AB  AC  AD  a BC  DC  BD  a 2

a) ; b) .(ABC)  (ACD) (ABC)  (ABD)

9 Romburile ABCD ]i ABEF au  ]i sunt situate @n plane diferite. Dac[ triunghiul BCEABC ABE  45

este echilateral, ar[ta\i c[ . (ABC)  (ABE)

 10 Fie  dou[ plane perpendiculare. Consider[m punctele A ]i B pe dreapta comun[ a celor dou[ plane ]i ]i 
punctele  astfel @nc`t . Calcula\i:C  , D   AC  AB, AD AB, AC  3 cm, AB  4 cm ]i BD  12 cm

a) lungimea segmentului CD; b) distan\a de la punctul C la dreapta BD;

c) sinusul unghiului format de dreapta CD cu planul ;
d) cosinusul unghiului format de planul (BCD) cu planul .
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Lec\ia 18.  Calculul distan\ei de la un punct la un plan

   Calculul distan\ei dintre dou[ plane paralele 

       

  Prima reciproc[ a teoremei celor trei perpendiculare  

     Consider[m un plan , un punct M exterior planului ]i o dreapt[ d inclus[ @n plan. Dac[ O este
proiec\ia lui M pe   ]i iar A este proiec\ia lui M pe d, atunci A este proiec\ia lui O pe d. O  d,

     Teorem[ 

     (Prima reciproc[ a teoremei celor trei perpendiculare)

       

       

Demonstra\ie  Din faptul c[ , rezult[ c[ . (Vezi Figura 126.)MO   ]i d   MO  d

Dreapta d este perpendicular[ pe dreptele MO ]i MA, prin urmare este perpendicular[ pe planul (MOA)

determinat de aceste drepte. Cum , rezult[ c[ d este perpendicular[ pe dreapta OA.OA  (MOA)

Observa\ii 

1. Enun\ul primei reciproce a teoremei celor trei perpendiculare poate fi exprimat ]i astfel:

Dac[ un unghi drept are o latur[ inclus[ @ntr-un plan dat, iar cealalt[ latur[ este oblic[,

atunci proiec\ia unghiului pe acest plan este un unghi drept.

2.  Dreapta OA din teorem[ este perpendicular[ at`t pe MO, c`t ]i pe d. Spunem c[ OA este

perpendiculara comun[ a dreptelor MO ]i d.

 

  Calculul distan\ei de la un punct la un plan  

Distan\a de la un punct la un plan este distan\a dintre punct ]i proiec\ia lui pe plan. O modalitate de

construc\ie a proiec\iei punctului pe plan este dat[ de urm[toarea teorem[:

     Consider[m un plan , un punct M exterior planului ]i o dreapt[ d inclus[ @n plan. Dac[ A este
proiec\ia punctului M pe dreapta d, iar punctul , astfel @nc`t atunci O   OA  d ]i MO OA,

.MO  

     Teorem[ 

     (A doua reciproc[ a teoremei celor trei perpendiculare)
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Demonstra\ie  Dreapta d este perpendicular[ pe dreptele OA ]i MA, prin urmare este perpendicular[ pe planul

(MOA). Dreapta MO fiind con\inut[ @n acest plan, rezult[ . Din , rezult[ c[ .d  MO MO  b ]i MO  d MO  
Din teorem[ deducem un procedeu pentru construc\ia perpendicularei dintr-un punct pe un plan. 

Algoritm pentru construirea perpendicularei din punctul M pe planul : 
 Construim proiec\ia punctului M pe o dreapt[ d inclus[ @n planul . Not[m aceast[ proiec\ie cu A.
 Construim @n planul  dreapta b care este perpendicular[ pe dreapta d @n punctul A.
 Construim proiec\ia O a punctului M pe dreapta b.

 Rezult[ c[ , deci distan\a de la punctul M la planul , notat[ , este MO. MO    d(M, )

Problem[ rezolvat[
P[tratul ABCD cu  ]i triunghiul echilateral MAD sunt AB  10 cm

situate @n plane diferite. }tiind c[ , calcula\i:MAB  90

a)  ; b) . d(M, (ABC)) d(A; (MBC))

Solu\ie  a) Deoarece , construim  ]i, conformMA  AB, DA  AB MM
,

 AD

reciprocei a doua a teoremei celor trei perpendiculare, vom avea . d(M, (ABC))  MM
,

Cum MM’ este @n[l\ime @n  triunghiul echilateral MAD, avem .MM
, 5 3 cm

b) Deoarece  rezult[ c[  deci  AD  BC ]i BC  (MBC), AD  (MBC), d(A; (MBC))  d(M
,

; (MBC)).

Fie R mijlocul lui BC. Deoarece  rezult[ c[  BC  M
,

R, BC  MM
,

, M
,

R, MM
,

 (MM
,

R), BC  (MM
,

R).

Cum  rezult[ c[  BC  (MBC), (MBC)  (MM
,

R).

Cum  rezult[ c[  unde  (MBC)  (MM
,

R)  MR, d(M
,

; (MBC))  M
,

S, M
,

S  MR, S  MR.

Din triunghiul  dreptunghic @n M’ avem:  MM
,

R, M
,

S  MM
,

M
,

R
MR


5 3  10

5 7


10 21

7
cm.

Calculul distan\ei dintre dou[ plane paralele 

Distan\a dintre dou[ plane paralele este distan\a de la un punct al unui plan la cel[lalt plan.

#n Figura 129, planele  sunt paralele, ,  ]i .  ]i  M   MN   N  
Distan\a dintre  ]i not[m  ]i  este MN d (;)  MN.
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Problem[ rezolvat[
Fie SABC o piramid[ cu baza ABC triunghi echilateral cu latura de 

10 cm ]i .SA  SB  SC  5 2 cm
a) Ar[ta\i c[ triunghiul ASB este dreptunghic.

b) Calcula\i .d (A, (SBC))

c) Construi\i prin M, mijlocul lui  un plan paralel cu (ABC) ]iSA

calcula\i distan\a dintre cele dou[ plane paralele. 

Solu\ie a) Din , rezult[ cu reciproca teoremei lui Pitagora c[SA 2  SB 2  AB 2

.SA  SB

 b) Analog ca la a),  ; rezult[  deci . SA  SC SA  (BSC) d(A, (SBC))  AS 5 2 cm

  c) Planul este (MNP), N este mijlocul lui  ]i P este mijlocul segmentului . Construim , TSB SC ST  BC

este mijlocul segmentului , de unde rezult[ c[ . Construim  ]i  rezult[ .BC AT  BC SO  AT d(S, (ABC))  SO

 Din faptul c[  rezult[ , deci . Dac[ , rezult[ c[ AS  (BSC) AS  ST SO  AS  ST
AT


5 6

3
cm SO  (MNP)  O

,

 .d((MNP), (ABC))  OO
,  1

2
SO 

5 6

6
cm

PROBLEME
1 Pe planul triunghiului dreptunghic ABC cu ,  A  90 AB  15 cm,

         se ridic[ perpendiculara AP, . AC  2 dm AP  12 3 cm

Calcula\i . d (A, (PBC))

2 #n Figura 131,  ABCD este un dreptunghi ]i . AM  (ABC)

Calcula\i , , . d (A, (MBC)) d (M, (ABC)) d (A, (MDC))

 3 Pe planul triunghiului isoscel ABC cu  se ridic[ perpendiculara @n A pe care seAB  AC  25 cm ]i BC  30 cm

ia punctul D, astfel @nc`t . Calcula\i .AD  10 cm d (D, BC) ]i d (A, (DBC))

4 Fie  un paralelipiped dreptunghic cu  ABCDA
,

B
,

C
,

D
,

AB  3 cm, BC  4 cm ]i AA
,  12 cm.

Calcula\i: a) b) d(A; (BDD
,
)); d(B; (B

,

A
,

C)).

5 Fie ABCDEFGH o prism[ dreapt[ cu baza p[tratul ABCD,  iar  AB  6 cm, (AG; (ABC))  60.

Calcula\i: a) b) d(B; (ACG)); d(D; (ACH)).

6 Pe planul dreptunghiului ABCD, @n care  se ridic[ perpendiculara AM, AB  12 cm ]i AC  13 cm AM  20 cm.

Calcula\i: a) b) d(A; (BDM)); d(A; (CDM)).

7 Pe planul trapezului isoscel ABCD,  se ridic[ perpen-AB  CD, cu AB  12 cm, AD  BC  CD  6 cm,

diculara AE cu  Calcula\i:AE  6 cm.

a) b) d(A; (EBC)); d(A; (EDC)).
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TEME DE SINTEZ{
 Recomandate pentru lucru @n echipe

1 Un brad de Cr[ciun cu v`rful V este ancorat prin trei cabluri @ntinse ,  ]i  care formeaz[ cu planulAV BV CV

solului unghiuri de . }tiind c[ punctele A, B, C sunt v`rfurile unui triunghi echilateral cu latura de 15 m,60 

calcula\i valoarea aproximativ[ a @n[l\imii bradului.

2 Fiind dat un tetraedru din lemn, g[si\i un procedeu prin care, tras`nd linii pe suprafa\a tetraedrului, s[

determina\i proiec\ia unui v`rf pe fa\a opus[.

  TEST de autoevaluare   

Recomandat pentru portofoliu personal

10p din oficiu

   SUBIECTUL I - Pe foaia de rezolvare scrie\i numai rezultatele. (30 de puncte)

5p 1 #n cubul  proiec\ia segmentului EC pe planul  este segmentul . . . ABCDEFGH, (ABC)

5p 2 Pe planul p[tratului ABCD se ridic[ perpendiculara PA. Dac[  tangenta unghiuluiAB  PA  a, a  0,

format de planele  este egal[ cu . . . (ABC) ]i (PBD)

5p       3 Un segment MN se proiecteaz[ pe planul  dup[ segmentul  Dac[  M
,

N
,

. MN  6 cm ]i (MN;)  60,

atunci lungimea segmentului  este egal[ cu . . . M
,

N
,

5p       4 Prisma triunghiular[ regulat[  are muchia bazei  Lungimea proiec\ieiABCA1B1C1 AB  4 cm.

segmentului BC pe planul  este egal[ cu . . . (A1B1C1 ) cm.

5p       5 Piramida patrulater[ regulat[  are v`rful V ]i  M[sura unghiului format de dreapta VAVABCD VA  AB.

cu planul  este de . . . (ABC) .

5p       6 Pe planul dreptunghiului ABCD, av`nd  se ridic[ perpendiculara MA, AB  2 cm, MA  6 cm.

Unghiul dintre planele  are m[sura de . . .  (ABC) ]i (MBC) .

SUBIECTUL al II-lea - Preciza\i litera corespunz[toare r[spunsului corect. (30 de puncte)

5p 1 Fie planul  ]i punctele  astfel @nc`t  Distan\a A, B, C  , P   PA  , AB  BC, PA  12 cm, AB  5 cm.

de la punctul P la dreapta BC este egal[ cu:

A. 15 cm B. 13 cm C. 12 cm D. 20 cm

5p 2 Paralelipipedul dreptunghic   are  Distan\a de laABCDA
,

B
,

C
,

D
,

AB  4 cm, BC  3 cm ]i AA
,  12 cm.

punctul  la dreapta BD este egal[ cu:A
,

A. B. C. D. 12 5 cm 12 26 cm
12 26

5
cm

26

5
cm
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5p 3 Piramida triunghiular[ regulat[ VABC are  iar m[sura unghiului dintre muchia lateral[ ]iVA  8 cm,

planul bazei este egal[ cu  #n[l\imea VO a piramidei are lungimea de:60.

A. B. C. D. 4 3 cm 4 2 cm 4 cm 4 5 cm

5p 4 Fie  un paralelogram ]i  un plan ce con\ine diagonala AC a paralelogramului. Dac[  suntABCD  B
,

]i D
,

proiec\iile punctelor B, respectiv D pe planul  ]i  atunci lungimea segmentului  este BB
,  5 cm, DD

,

egal[ cu:

A. B. 10 cm C. D. 5 cm2, 5 cm 5 2 cm

5p 5 #ntr-un tetraedru regulat, cosinusul unghiului format de o muchie lateral[ cu planul bazei are valoarea:

A. B. C. D. 
1
3

1

3

1

6

2
2

5p 6 #n cubul POLIEDRU, not[m cu A centrul fe\ei OLRD. Tangenta unghiului format de dreapta PA cu

planul  are valoarea:(ORL)

A. B. C. D.  2 1

2
3 1

3

SUBIECTUL al III-lea - Pe foaia de rezolvare scrie\i rezolv[rile complete. (30 de puncte)

Fie  un cub, ABCDA
,

B
,

C
,

D
,

AC  BD  O, AB  4 cm.

10p a) Calcula\i lungimea proiec\iei segmentului  pe planul D
,

O (A
,

B
,

C
,
).

10p b) Demonstra\i c[ planele  sunt perpendiculare.(AD
,

O) ]i (BDD
,
)

10p c) O furnic[ str[bate distan\a dintre punctele A ]i , pe drumul minim situat pe suprafa\a lateral[ aD
,

cubului. }tiind c[ drumul parcurs de furnic[ intersecteaz[ muchiile  ar[ta\i c[ lungimeaBB
,

]i CC
,

,

acestui drum este mai mic[ de 13 cm.

*
*     *
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ARII }I VOLUME ALE UNOR 

CORPURI GEOMETRICE 5

Lec\ia 1. Prisma dreapt[ 

Distan\e ]i unghiuri pe fe\ele sau @n interiorul unei prisme drepte

(cu baza triunghi echilateral, p[trat sau hexagon regulat),

ale unui paralelipiped dreptunghic ]i ale unui cub 

 Descrierea prismei drepte

     Elementele prismei drepte

     Tipuri de prism[ dreapt[

S[ ne amintim c`teva defini\ii ]i propriet[\i ale prismei drepte studiate de-a lungul capitolelor anterioare.

 Prisma dreapt[ este un poliedru m[rginit de: dou[ suprafe\e poligonale, numite bazele prismei; fe\ele late-

rale, care sunt suprafe\e dreptunghiulare.

 Poligoanele ce formeaz[ bazele prismei sunt congruente, av`nd laturile respectiv paralele, situate @n plane

paralele. Num[rul fe\elor laterale este egal cu num[rul laturilor poligonului bazei.

 Din criteriul de perpendicularitate rezult[ c[ o prism[ este dreapt[ dac[ ]i numai dac[ muchiile laterale

sunt perpendiculare pe planul bazei.

Fe\ele laterale ale prismei drepte sunt perpendiculare pe planul bazei.

 #n[l\imea unei prisme este distan\a dintre planele bazelor. Cum @n cazul prismei drepte, muchia lateral[

este perpendicular[ pe planele bazelor, rezult[ c[ @n[l\imea este egal[ cu lungimea muchiei laterale.

#n Figurile 1, 2, 3 am reprezentat prisme drepte av`nd ca baze poligoane regulate cu 3, 4 ]i 6 laturi; @n Figura 4

am reprezentat un paralelipiped dreptunghic (adic[ o prism[ dreapt[ cu bazele dreptunghiulare), iar @n Figura 5, un

cub (adic[ un paralelipiped dreptunghic cu toate muchiile congruente).

Pentru prisma din Figura 1, bazele sunt triunghiurile echilaterale congruente ABC ]i A’B’C’, cu , AB  A
,

B
,

. Fe\ele laterale sunt dreptunghiurile ABB’A’, ACC’A’  ]i BCC’B’. Muchiile laterale sunt AC  A
,

C
,

, BC  B
,

C
,

. Avem  etc. #n[l\imea prismei esteAA
,

, BB
,

]i CC
,

AA
,

 (ABC), BB
,

 (ABC), CC
,

 (ABC), (ABB
,

A
,
)  (ABC)

. Prisma are 5 fe\e (trei fe\e laterale la care se adaug[ dou[ baze), 9 muchii (3 muchii laterale la care seh  AA
,

adaug[ muchiile celor dou[ baze) ]i 6 v`rfuri.

Tem[ pentru lucru @n echipe Descrie\i @n mod asem[n[tor prismele din Figurile 2, 3, 4, 5, pun`nd @n

eviden\[ elementele lor.
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Fie ABCDA’B’C’D’, un paralelipiped dreptunghic. Segmentele AC
,

, A
,

C,

 sunt diagonalele paralelipipedului. Acestea sunt congruente ]i se  BD
,

]i B
,

D

intersecteaz[ @ntr-un punct care este mijlocul fiec[rei diagonale (vezi Figura 6). 

Dac[ sec\ion[m un paralelipiped cu un plan determinat de dou[ muchii paralele

care nu apar\in aceleia]i fe\e, sec\iunea ob\inut[ se nume]te sec\iune diagonal[.

Astfel, @n paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B’C’D’, planul dreptelor  AA’ ]i CC’

determin[ sec\iunea diagonal[ ACC’A’ care este un dreptunghi (vezi Figura 7).

     Prisma dreapt[ cu baza un poligon regulat se nume]te prism[ regulat[.

          Defini\ie

  Distan\e ]i m[suri de unghiuri pe fe\ele sau @n interiorul prismei 

1.  este o prism[ dreapt[ cu bazele triunghiuri echilaterale.ABCA
,

B
,

C
,

 Proiec\iile punctelor  pe planul sunt, respectiv, punctele A
,

, B
,

, C
,

(ABC) A, B ]i C.

 Deoarece muchiile laterale sunt perpenduculare pe planele bazelor, 

rezult[ c[ planele fe\elor laterale sunt perpendiculare pe planele bazelor.
(ABA

,
)  (ABC), (ABA

,
)  (A

,

B
,

C
,
),

 Deoarece rezult[ c[ distan\a de la A la  (BCB
,
)  (ABC), (BCB

,
)

este egal[ cu distan\a de la A la BC.

 Deoarece rezult[ unghiul dintre AA
,

 (ABC), AA
,

]i BC este de 90.

 Unghiul dintre dou[ fe\e laterale este unghiul dintre dou[ muchii ale

 unei baze care sunt incluse, respectiv, @n cele dou[ fe\e laterale. 

Exemplu Unghiul dintre  este unghiul dintre AB ]i AC care are m[sura de (ABA
,
) ]i (ACA

,
) 60.

2. #n Figura 9  este o prism[ dreapt[ cu bazele p[trateABCDA
,

B
,

C
,

D
,

(prism[ patrulater[ regulat[). 

 Fiecare muchie este perpendicular[ pe planele fe\elor cu care se inter-

secteaz[.

 Proiec\iile punctelor  sunt, respectiv, punctele A
,

, B
,

, C
,

, D
,

pe (ABC)

 Proiec\iile punctelor  pe planul fe\ei  sunt,A, B, C ]i D. A, B, B
,

, A
,

DCC
,

D
,

respectiv, punctele  etc.D, C, C
,

]i D
,

 Oricare dou[ fe\e care au o muchie comun[ fac parte din plane perpen-

diculare.

Exemple  Completa\i cu alte trei astfel de exemple.(ADD
,

A
,
)  (ABCD), (ADD

,

A
,
)  (DCC

,

D
,
).

 Unghiul dintre  este unghiul dintre  ]i are m[sura (ACC
,

A
,
) ]i (ABB

,

A
,
) AB ]i AC 45.

 Proiec\ia lui  ]i deci unghiul dintre  este unghiul A
,

C pe (ABCD) este AC A
,

C ]i (ABCD) A
,

CA.

 Dac[ dorim s[ calcul[m distan\a de la A la  ducem  ]i cum rezult[ conformB
,

C, BE  B
,

C AB  (BCB
,
),

teoremei celor trei perpendiculare c[  Deci distan\a de la A la B  este AE ]i se calculeaz[ cu teorema luiAE  B
,

C.
,

C

Pitagora din triunghiul dreptunghic ABE. BE  BC  BB
,

B , C
.
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Probleme rezolvate
1. #n Figura 10 este reprezentat un paralelipiped dreptunghic  cu  ABCDA

,

B
,

C
,

D
,

AB  6 3 cm,

 BC  6 cm ]i AA
,  6 2 cm.

Se cere: a) distan\a de la A la A
,

C;

   b) distan\a de la A
,

la BC
,

;

   c) tangenta unghiului dintre A
,

B ]i DC;

   d) sinusul unghiului dintre A
,

C ]i (ABA
,
);

   e) cosinusul unghiului dintre (A
,

BC) ]i (ABC);

   f) distan\a de la A la (A
,

BC).

Solu\ie a) Ducem , rezult[ AE  A
,

C. A
,

A  (ABC) ]i AC  (ABC) A
,

A  AC.

 AE  AA
,

 AC
A , C


6 2  12

6 6
 4 3 cm.

b) , rezult[ A
,

B
,

 (BCC
,

B
,
), deducem B

,

F  BC
,

. Din B
,

F, BC
,

 (BCC
,

B
,
) A

,

F  BC
,

.

- dreptunghic, rezult[ B
,

BC
,

BC
,2  B

,

B2 B
,

C
,2, rezult[ BC

,  6 3 cm.

  este dreptunghic @n rezult[  rezult[B
,

F  B
,

B  B
,

C
,

BC , 
6 2  6

6 3
 2 6 cm. A

,

B
,

F B
,

, A
,

F2  A
,

B
,2  B

,

F2,

A
,

F  2 33 cm.

c) Din  #n avem tg  DC  AB, rezult[ (A
,

B; DC) (A
,

B; AB) A
,

BA. ABA
,

, A
,

BA  A
,

A
AB


6

3
.

d) Proiec\ia lui  Unghiul dintre  esteA
,

C pe (ABA
,
) este A

,

B deoarece CB  (ABA
,
). A

,

C ]i (ABA
,
)

unghiul dintre  Din triunghiul dreptunghic  A
,

C ]i A
,

B, adic[ BA
,

C. A
,

BC, avem sin BA
,

C  BC
A , C


6

6
.

e) Avem:  ]i  Din toate acestea(A
,

BC)  (ABC)  BC, A
,

B  BC, A
,

B  (A
,

BC), AB  BC AB  ABC.

rezult[ c[ unghiul dintre  este unghiul dintre (A
,

BC) ]i (ABC) A
,

B ]i AB, adic[ A
,

BA.

 cos A
,

BA  AB
A , B


6 3

6 5


15

5
.

f) Din faptul c[ , rezult[ c[  Deci distan\a de la A la BC  (ABA
,
) ]i BC  (A

,

BC) (ABA
,
)  (A

,

BC).

 este distan\a de la A la  (A
,

BC) A
,

B.

Fie  AG  A
,

B. AG  AB  AA
,

A , B


6 30

5
cm.Fie  AG  A

,

B. AG  AB  AA
,

A , B


6 30

5
cm.

2. #n Figura 11 este reprezentat[ o prism[ dreapt[ cu bazele hexa-

gonale regulate (prism[ hexagonal[ regulat[). Se ]tie c[  ]i seAB  AA
,  12 cm

cere: a) distan\a de la A
,

la CD;

b) m[sura unghiului dintre A
,

C ]i (ABC);

c) m[sura unghiului dintre dreptele AB ]i E
,

F
,

;

d) m[sura unghiului dintre planele a dou[ fe\e laterale al[turate;

e) distan\a de la A la planul (C
,

CD).

Solu\ie a) Avem:  A
,

A  (ABC), AC  CD ]i CD  (ACD).

Conform teoremei celor trei perpendiculare, rezult[ c[  A
,

C  CD.

#n triunghiul dreptunghic   ]i, folosind teorema lui Pitagora, ob\inemA
,

AC, avem AA
,  12 cm, AC  12 3 cm

 b) Proiec\ia lui  este AC. Deci unghiul dintre  este unghiul dintre A
,

C  24 cm. A
,

C pe (ABC) A
,

C ]i (ABC)

 care are m[sura A
,

C ]i AC 30.

c)  F
,

E
,

 FE ]i FE  BC, rezult[ F
,

E
,

 BC, rezult[ (AB; E
,

F
,
) (AB; BC)  60.

d) Fie  dou[ fe\e al[turate. ABB
,

A
,

]i BCC
,

B
,

rezult[ c[ unghiul dintre  ]i  este unghiul dintre(ABB
,
)  (BCC

,
)  BB

,

, AB  BB
,

, BC  BB
,

, (ABB
,
) (BCC

,
)

dreptele AB ]i BC ]i acesta are m[sura 60.

e)  Deci distan\a de la A la  este AC ]i are lungimea AC  CD ]i AC  CC
,

, rezult[ AC  (C
,

CD). (C
,

CD)

12 3 cm.
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PROBLEME

1  Fie M ]i N mijloacele muchiilor  ale cubului ABCDA’B’C’D’. Dac[ , calcula\i:AB ]i D
,

C
,

MN  8 2 cm

a) muchia cubului; b) aria triunghiului ANC.

2  Desena\i un cub. Cubul ABCDA’B’C’D’ are muchia .AB  8 cm

a) Calcula\i aria triunghiului A’BD. b) Ar[ta\i c[ , unde .AC
,

 A
,

O O  AC  BD

3  Desena\i un cub. #n cubul ABCDA’B’C’D’, aria triunghiului DOB este egal[ cu , unde 3 cm2 O 
. BC

,

B
,

C

a) Ar[ta\i c[ .AB  2 cm

b) Calcula\i valoarea cosinusului unghiului dintre dreptele DO ]i A’B.

4 Fie ABCDA’B’C’D’ un paralelipiped dreptunghic care are ,  ]i m[sura unghiuluiAB  6 2 cm BC  6 cm

BA’C egal[ cu .30 

a) Ar[ta\i c[ .    b) Calcula\i distan\a de la B la  AA
,  6 cm A

,

C.

c) Calcula\i distan\a de la centrul fe\ei  la planul .BCC
,

B
,

(A
,

BC)

5 Paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B’C’D’ de baz[ ABCD are , .BA
,  6 cm CA

,  9 cm ]i DA
,  7 cm

a) Calcula\i dimensiunile paralelipipedului.

b) Demonstra\i c[ .A
,

B  BC

c) Calcula\i valoarea sinusului unghiului format de planele .(A
,

BC) ]i (B
,

AD)

6 Prisma dreapt[ ABCDA’B’C’D’ are baza p[tratul ABCD cu  ]i .AB  6 cm AA
, 7 cm

a) Calcula\i aria patrulaterului .BCD
,

A
,

b) Fie . Calcula\i distan\a de la O la diagonala A’C.O  AC  BD

c) Fie . Calcula\i m[sura unghiului determinat de dreptele OO’ ]i BC.O
,  A

,

D  AD
,

7 Fie prisma dreapt[ ABCA’B’C’ cu baza ABC, un triunghi echilateral. Latura bazei are lungimea de 24 cm ]i

@n[l\imea prismei are lungimea de 12 cm.

a) Calcula\i sinusul unghiului dintre A
,

B ]i (A
,

AC).

b) Calcula\i distan\a de la punctul A la planul .(A
,

BC)

c) Calcula\i valoarea sinusului unghiului dintre dreptele AB’ ]i A’C.

8 Prisma dreapt[ ABCA’B’C’ are baza ABC, un triunghi echilateral, av`nd centrul de greutate punctul O.

Distan\a de la O la A’B’ este egal[ cu  ]i .37 cm AB  12 cm

a) Calcula\i lungimea muchiei laterale.

b) Calcula\i valoarea tangentei unghiului determinat de planele  ]i .(ABC) (A
,

B
,

O)

9 ABCDEFA’B’C’D’E’F’ este prism[ dreapt[ cu baza ABCDEF, hexagon regulat de centru O. Fe\ele laterale

sunt p[trate. Dac[ distan\a de la O la A’B’ este egal[ cu  cm, calcula\i:4 7

a) lungimea muchiei laterale;

b) distan\a de la A la planul .(A
,

CD)
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Lec\ia 2.  Arii ]i volume ale prismei drepte  

(cu baza triunghi echilateral, p[trat sau hexagon regulat)

ale paralelipipedului dreptunghic ]i ale cubului

  Desf[]urarea prismei drepte  

Figurile 12, 13, 14 reprezint[ desf[]urarea suprafe\ei unei prisme drepte cu baza triunghi echilateral, p[trat,

hexagon regulat cu latura bazei l ]i @n[l\imea h. Figura 15 reprezint[ desf[]urarea suprafe\ei unui paralelipiped

dreptunghic cu dimensiunile L, l, h, iar Figura 16 este desf[]urarea unui cub cu muchia l.

  Aria lateral[ ]i aria total[ a prismei drepte 

  Suma ariilor fe\elor laterale ale unei prisme drepte se nume]te aria lateral[ a prismei.

  Suma ariilor tuturor fe\elor unei prisme drepte se nume]te aria total[ a prismei.

          Defini\ie

Aria lateral[ reprezint[ aria suprafe\ei colorate cu ro]u @n fiecare dintre Figurile 12, 13, 14, 15, 16, iar bazele

prismelor sunt suprafe\ele ha]urate. Aria total[ a unei prisme este egal[ cu aria desf[]ur[rii sale.

Not[m aria lateral[ cu A , aria total[ cu A  ]i aria bazei cu A . #ntre aria total[, aria lateral[ ]i aria bazei exist[l t b

rela\ia evident[                             

                                                                                                      

Observ[m c[ suprafa\a lateral[ (adic[ reuniunea fe\elor laterale) a unei prisme drepte are ca desf[]urare un

dreptunghi av`nd o dimensiune egal[ cu perimetrul bazei prismei (notat P ) ]i cealalt[ dimensiune egal[ cub

@n[l\imea prismei(notat[ h). Deci                        

   Geometrie                                                                                                                                               

- 149 -

l

h

l l l l

Figura Figura12 13

l l

h

l l l l l

ll
l

h

l l l l l l

h

L

l

l

l L l l

l

l

l l l l

Figura

Figura Figura

14

15 16

 A A At  l  2 b

 A Pl  b  h



Pentru a aplica aceste formule @n cazurile concrete, folosim formulele cunoscute privind perimetrul ]i aria

dreptunghiului, precum ]i formulele pentru perimetrele ]i ariile poligoanelor regulate cu 3, 4 ]i 6 laturi.

Ll2(L  l)
Dreptunghiul cu

dimensiunile L ]i l

6 
l2 3

4


3l2 3

26l

Hexagonul regulat

 de latur[ l

l24l

P[tratul de latur[ l

l2 3

43l

Triunghiul echilateral

 de latur[ l

Aria poligonuluiPerimetrulFiguraPoligonul

#n particular, aria total[ a unui cub este , iar aria total[ a unui paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile L, l ]i6l2

h, este .2(Ll  Lh  lh)

  Volumul prismei drepte  

Dup[ cum @n plan unei suprafe\e poligonale @i corespunde un num[r pozitiv reprezent`nd aria acestei suprafe\e,

@n spa\iu, fiec[rui poliedru @i corespunde un num[r pozitiv numit volumul poliedrului. Volumul arat[ c`t loc ocup[

@n spa\iu poliedrul considerat. 

Unitatea de m[sur[ pentru arie este aria p[tratului a c[rui latur[ este unitatea de lungime. Analog, unitatea de

m[sur[ pentru volum este volumul cubului a c[rui muchie este egal[ cu unitatea de lungime.

Astfel, un cub cu latura de 1 m are volumul de , un cub cu latura de 1 cm1 m3

are volumul de .1 cm3

Consider[m un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile  L  3 cm, l  2 cm

]i . Paralelipipedul se poate descompune @n  cuburi cu laturah  2 cm 3  2  2  12

de 1 cm (vezi Figura 17).

Cu alte cuvinte, unitatea de  se cuprinde de 12 ori @n volumul paralelipipedului dat, deci V .1 cm3  12 cm3

Cele 12 cuburi au fost a]ezate @n dou[ straturi, de c`te 6 cuburi, pentru c[ aria bazei paralelipipedului este 

, iar @n[l\imea paralelipipedului este de 2 cm.L  l  6 cm2

Volumul V  al unei prisme drepte se calculeaz[ dup[ formula 

#n particular, volumul paralelipipedului dreptunghic cu dimensiunile L, l ]i h este V , iar volumul L  l  h
cubului cu muchia l este V . l3

    Probleme rezolvate
1. #n prisma dreapt[ ABCD’B’C’D’ cu baza un p[trat, cunoa]tem  ]i . A

,

C  13 cm AC  12 cm

Calcula\i aria lateral[, aria total[ ]i volumul prismei.

Solu\ie  Cum , ob\inem  AC  AB 2 ]i AC  12cm AB  6 2 cm.

  Deoarece , rezult[  ]i, din teorema lui Pitagora,AA
,

 (ABCD) AA
,

 AC

, de unde . AA
,2  A

,

C2  AC 2 132  122  25 AA
,  5 cm

Rezult[: A P . A  cm .l  b  h  4  6 2  5  120 2 cm2
b  AB2  (6 2 )2  72 2

A A A . V A .t  l  2 b  120 2  2  72  (120 2  144)cm2  b  h  72  5  360 cm3
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    2. Sec\iunea diagonal[ a unui cub are aria de . Calcula\i aria total[, volumul ]i diagonala49 2 cm2

cubului.

Solu\ie  Not`nd cu l latura cubului, sec\iunea diagonal[ este un dreptunghi cu

dimensiunile l ]i . Ob\inem , deci . Rezult[ A  l 2 l2 2  49 2 l  7 t  6l2  294 cm2

]i V . l3  343 cm3

3. #n Figura 20 este reprezentat[ desf[]urarea unei prisme drepte cu baza un triunghi echilateral. }tiind c[ 

, calcula\i aria lateral[, aria total[ ]i volumul prismei.CC
,  10 cm ]i BM  3 7 cm

Solu\ie Not[m . Fie D, proiec\ia lui B pe AC. Avem  ]iAB  l BD 
l 3

2

. Aplic`nd teorema lui Pitagora @n triunghiul BDM, avemMD 2l  l
2
 5l

2

, de unde . Rezult[: A P .(3 7 )2 
l 3

2

2

 5l
2

2

l  3 l  b  h  3  3  10  90 cm2

A ; A A A V A . b 
l2 3

4


9 3

4
cm2

t  l  2  b  90 
9 3

2
cm2.  b  h 

9 3

4
 10 

45 3

2
cm3

4. Fie ABCDEFA’B’C’D’E’F’ o prism[ dreapt[ cu baza un hexagon regulat. }tiind c[ F
,

C  10 cm ]i

, calcula\i aria lateral[, aria total[ ]i volumul prismei.AC
,  2 21 cm

Solu\ie  Avem  ca diagonale @n dreptunghiul CC’F’F, deciFC
,  F

,

C

. #n cercul circumscris hexagonului regulat ABCDEF, punctele C FC
,  10 cm

]i F sunt diametral opuse, deci . Din   , CAF  90  CC
,

 (ABC) ]i CA  AF

cu teorema celor trei perpendiculare, rezult[ . C
,

A  AF

Deci , de unde  , apoi .AF2  C
,

F2 C
,

A2 l  AF  4 cm FC  2l  8 cm

Din triunghiul dreptunghic CAF, ob\inem  , iar din triunghiulAC  4 3 cm

dreptunghic CC’A, rezult[  .h CC
,  6 cm

A P .          A .l  b  h  6  4  6  144 cm2
b 

3l2 3

2


3  16 3

2
 24 3 cm2

A A A .  V A .t  l  2 b  (144  48 3 ) cm2  b  h  24 3  6  144 3 cm3

PROBLEME
6    Copia\i ]i completa\i tabelul al[turat @n care l, h,

A , A  ]i V reprezint[ latura bazei, @n[l\imea, arial t

lateral[, aria total[  ]i volumul unei prisme drepte

cu baza un p[trat.

150120

12896

72(4 3  4)12

1805

1206

43

VA tA lhl

 1 Afla\i aria lateral[, aria total[, volumul ]i diago-

nala unui cub cu latura de 4 cm.

2 Aria lateral[ a unui cub este . Calcula\i100 cm2

aria total[ ]i volumul cubului.

3 Volumul unui cub este de . Calcula\i:216 cm3

a) aria total[; b) aria sec\iunii diagonale.

4 Aria sec\iunii diagonale a unui cub este de 

. Calcula\i aria total[ ]i volumul49 2 cm2

cubului.

5 #n cubul ABCDA’B’C’D’, distan\a de la B’ la

AD’ este egal[ cu . Calcula\i diagonala2 3 cm
]i volumul cubului.
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Figura 20

B
,

A B

C
DEF

A ' B ' C '

D 'E '

F '

Figura 21



13 Paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B’C’D’ are 

 ]i .AB  20 cm, BC  16 cm AA
,  15 cm

a) Calcula\i aria total[ ]i diagonala paraleli-

pipedului. b) Calcula\i .d (B, DC
,
)

c) Fie Q un punct situat pe muchia AA’.

Calcula\i AQ astfel @nc`t perimetrul triunghiului

B’QD s[ fie minim.

14 Suma tuturor muchiilor unui paralelipiped drep-

tunghic ABCDA’B’C’D’ este egal[ cu 60 cm, iar

lungimea diagonalei .AC
,  9 cm

a) Calcula\i aria total[ a paralelipipedului.

b) Dac[  ]i ,A
,

C
,

 B
,

D
,  O

, AB  BC  4 cm

calcula\i valoarea tangentei unghiului format de  

dreapta O’A cu planul .(DBB
,
)

15 Fie ABCDA’B’C’D’ un paralelipiped dreptunghic

]i M mijlocul lui . Dac[  A
,

D
,

AB  4a, BC  2a,

 ]i aria triunghiului MBC egal[ cu , cal-a  0 5a2

cula\i: a) volumul paralelipipedului;

b) ; c) .d(B
,

, AM) d(A, (MBC))

16 Un rezervor @n form[ de paralelipiped dreptunghic

are lungimea de 5 m, l[\imea 4 m ]i @n[l\imea de

3 m. 

a) C`\i litri de ap[ @ncap @n rezervor?

b) Dac[ @n rezervor sunt 24000 l de ap[, la ce

@n[l\ime se ridic[ apa?

c) Dac[ rezervorul este plin ]i evacu[m apa

cu ajutorul unui robinet care are debitul de 240

litri pe minut, @n c`t timp golim rezervorul?

17 P[tratul ABCD din Figura 23 ilustreaz[ sche-

matic o bucat[ de carton din care se confec-

\ioneaz[ o cutie f[r[ capac @n form[ de parale-

lipiped dreptunghic. Pentru aceasta se decupeaz[

din cele patru col\uri ale cartonului p[trate cu

latura  x dm.

}tiind c[ afla\i:AB  10 dm ]i x  1; 5,
a) Volumul cutiei pentru x  2.

b) Aria lateral[ a cutiei, @n func\ie de x.

c) Valoarea lui x pentru care aria lateral[ a

cutiei este maxim[.

A B

CD

Figura 23

7 #n cubul ABCDA’B’C’D’ punctul M este mijlo-

cul laturii AB, iar .MD
,  6 cm

a) Calcula\i aria lateral[ ]i volumul cubului.

b) Calcula\i distan\a de la punctul C la planul

. (MC
,

D
,
)

 8  Din cubule\e de volum  form[m un cub8 dm3

cu aria total[ 216 dm2.

a) C`te cuburi mici folosim pentru a forma

cubul mare?

b) Din fiecare v`rf al cubului mare elimin[m un

cubule\. Afla\i volumul ]i aria  corpului r[mas.

 9 #n Figura 22 este reprezentat un container

pentru colectarea de]eurilor, av`nd forma unui

cub  din care lipse]te bazaABCDA
,

B
,

C
,

D
,

superioar[ (capacul). Pentru confec\ionarea con-

tainerului s-au folosit  de tabl[.1125 dm2

a) Ar[ta\i c[ lungimea muchiei este de 1, 5 m.

b) Stabili\i dac[ @ncape @n container o vergea

metalic[, av`nd lungimea 2, 5 m.

c) O furnic[ merge pe suprafa\a lateral[ din 

pe drumul cel mai scurt. }tiind c[A @n C
,

,

drumul s[u intersecteaz[ muchia afla\iBB
,

@n M,

lungimea segmentului BM.

10Un  paralelipiped dreptunghic are  dimensiunile  

3 cm, 4 cm ]i 6 cm. Afla\i aria total[, volumul ]i

diagonala paralelipipedului.

11 Fie ABCDA’B’C’D’ un paralelipiped dreptun-

ghic cu  ]i m[sura unghiu-AB  4 cm, BC  3 cm

lui dintre AC’ ]i  de . Calcula\i aria(ABC) 60 

total[ ]i volumul paralelipipedului.

12 O piatr[ este pus[ @ntr-un vas cu ap[ @n form[ de

paralelipiped dreptunghic cu lungimea 80 cm ]i

l[\imea 37,5 cm. }tiind c[ astfel nivelul apei

cre]te cu 1 cm, calcula\i volumul pietrei.

A B

CD

C
,

A
,

D
,

B
,

Figura 22
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23 O prism[ dreapt[ cu baza un p[trat are latura

bazei de 8 cm ]i m[sura unghiului dintre

diagonala prismei ]i planul bazei de .60 

Calcula\i aria lateral[ ]i volumul prismei.

24 #n prisma dreapt[ ABCDA’B’C’D’ cu baza ABCD

p[trat, avem BC
,

 CB
,  O, AB  2 cm ]i

@n[l\imea .BB
,  2 3 cm

a) Calcula\i aria total[ ]i volumul.

b) Ar[ta\i c[ .D
,

O  2 2 cm
c) Demonstra\i c[ triunghiul AOD’ este dreptunghic.

d) Calcula\i valoarea sinusului unghiului format de

dreapta AO ]i dreapta B’D’.

25 Prisma dreapt[ ABCDA’B’C’D’ are baza ABCD

un p[trat, aria lateral[ egal[ cu  ]i100 3 cm2

volumul egal cu .125 3 cm3

a) Ar[ta\i c[ .AA
,  5 3 cm

b) Calcula\i distan\a de la A la dreapta B’C.

c) Calcula\i m[sura unghiului dintre planele 

.(DCB
,
) ]i (ABC)

d) Fie M un punct pe muchia . Calcula\i BMBB
,

astfel @nc`t perimetrul triunghiului AMC’ s[ fie

minim.

26 Prisma patrulater[ regulat[  repre-ABCDEFGH

zint[ o cutie de carton cu capac, av`nd baza

ABCD. Se ]tie c[  esteAB  20 cm, AE  10 cm, O

mijlocul segmentului EG ]i M este un punct pe

BO, astfel @nc`t distan\a CM s[ fie minim[. 

Se cere:

a) volumul cutiei;

b) aria suprafe\ei cartonului folosit pentru

confec\ionarea cutiei, ]tiind c[ aceasta este cu

10% mai mare dec`t aria total[ a cutiei;

c) calcula\i lungimea segmentului CM.

27 O vaz[ are forma unei prisme drepte cu baza un

p[trat. #n[l\imea vazei este de 40 cm, iar latura

bazei este de 10 cm. #n vaz[ se toarn[ 3 litri de

ap[. 

a) Calcula\i aria lateral[ a vazei.

b) Determina\i @n[l\imea la care se ridic[ apa

@n vaz[.

c) #n vaz[ se introduc patru cuburi de piatr[,

fiecare cub av`nd muchia de 4 cm. Determina\i

cu c`\i centimetri cre]te nivelul apei din vaz[.

18 Un podium de premiere se ob\ine prin lipirea a

trei paralelipipede dreptunghice av`nd bazele

congruente ]i @n[l\imi diferite, ca @n Figura 24.

Se ]tie c[ EM  20 cm, AB  BC  CD  60 cm,

 AH  40 cm, TN  30 cm ]i JR  20 cm.

a) Afla\i @n[l\imea paralelipipedului cores-

punz[tor locului II.

b) Calcula\i aria suprafe\ei p`nzei necesare

pentru a @mbr[ca p[r\ile vizibile ale podiumului

(se consider[ c[ nu sunt pierderi la @mbin[ri).

c) O furnic[ se deplaseaz[, @n linie dreapt[,

pe traseul   Ar[ta\iA  I  J  S  K  M  E.

c[ furnica parcurge mai mult de 292 cm.

19 Fie ABCDA’B’C’D’ un cub. Dac[ distan\a de la

B la planul  este egal[ cu ,(A
,

C
,

D) 4 3 cm
calcula\i aria lateral[, aria total[ ]i volumul

cubului.

20 #n cubul ABCDA’B’C’D’ punctele M ]i N se

afl[ pe muchiile DD’ ]i respectiv BB’, astfel

@nc`t   ]i .MD
,  BN  DD

,

4
MN  2 cm

Calcula\i: a) volumul cubului;

b) distan\a de la B la planul .(ACB
,
)

21 #n cubul ABCDA’B’C’D’ aria total[ ]i volumul

sunt exprimate prin acela]i num[r, iar M este

simetricul lui B fa\[ de AD.

a) Ar[ta\i c[ .      MD  (D
,

DB)

b) Calcula\i distan\a de la M la dreapta D’B.

22  Prisma dreapt[ ABCDA’B’C’D’ are ca baz[ p[-

tratele  ABCD  ]i  A’B’C’D’,  @n[l\imea  AA
, 

            ]i diagonala . 9 cm DB
,  3 41 cm

a) Calcula\i volumul prismei.

b) Calcula\i aria triunghiului ACD’.

c) Calcula\i distan\a de la punctul B’ la planul 

.(ACD
,
)

A B C D

EFGH

MN

TU

R

Q

I J

S

LK

Figura

O

24
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34 Prisma dreapt[ ABCA’B’C’ are baza ABC un

triunghi echilateral cu ,  ]iAB  10 cm BB
,  5 cm

punctul M este mijlocul lui .A
,

C
,

a) Calcula\i aria total[ ]i volumul prismei.

b) Determina\i m[sura unghiului dintre dreptele

AA’ ]i MB.

c) Calcula\i distan\a de la M la planul .(BB
,

C)

35 Acoperi]ul unei cl[diri, reprezentat schematic @n

figura 25, are forma unei prisme drepte ABCDEF

cu  ]i bazele triunghiuriAD  10 cm, AB  6 cm

echilaterale.

a) Calcula\i distan\a de la C la AB.

b) Calcula\i volumul prismei ABCDEF.

c) Suprafe\ele ADFC ]i BEFC au fost acoperite

cu tabl[. Aria tablei cump[rat[ reprezint[ 110%

din aria suprafe\ei care a fost acoperit[ cu tabl[.

Determina\i c`\i metri p[tra\i de tabl[ s-au cum-

p[rat.

36 Prisma triunghiular[ regulat[  repre-ABCA
,

B
,

C
,

zint[ un suport de creioane. #n[l\imea suportului

este de 12 cm, iar aria lateral[ a suportului este

egal[ cu  288 cm2.

a) Ar[ta\i c[ lungimea laturii bazei este de 8 cm.

b) Determina\i unghiul dintre planele ]i(A
,

BC)

 (ABC).

c) Un creion are un cap[t @n punctul A ]i cel[lalt

cap[t este mijlocul laturii  Demonstra\i c[B
,

C
,

.

lungimea creionului nu dep[]e]te 14 cm.

37 Un vas are form[ de prism[ triunghiular[ regulat[ 

@n care latura bazei  iarABCA
,

B
,

C
,

, AB  24 cm,

muchia lateral[ AA
,  63 cm.

a) Afla\i volumul vasului.

b) Putem pune 20 litri de ap[ @n vas?

c) O furnic[ merge pe suprafa\a lateral[ a vasu-

lui pe traseul A  M  C
,

, M  BB
,

, BM  18 cm

pe drumul cel mai scurt. Afla\i lungimea dru-

mului parcurs de furnic[.

A

C

B

D

F

E

Figura 25

28 Vlad ]i-a construit @n curtea casei o piscin[ @n

form[ de prism[ dreapt[ cu baza un p[trat cu

latura de 5 m. C`nd piscina este plin[, con\ine

40 000 litri de ap[. 

a) Care este @n[l\imea piscinei?

b) Vlad dore]te s[ placheze pere\ii laterali ai

piscinei cu pl[ci dreptunghiulare de faian\[ cu

dimensiunile 20 cm, respectiv 40 cm, iar

podeaua cu pl[ci p[trate de gresie cu latura de

50 cm. C`te pl[ci de faian\[ ]i c`te de gresie

trebuie s[ cumpere?

 29 Copia\i ]i completa\i tabelul al[turat @n care l,

h, A  A  ]i V reprezint[ lungimile laturilorl t

bazei, @n[l\imea, aria lateral[, aria total[ ]i volu-

mul prismei drepte cu baza triunghi echilateral.

40 3120

1086

6(9  3 )54

1202 3

86

VA tA lhl

30 Prisma dreapt[ ABCA’B’C’ cu baza ABC, tri-

unghi echilateral, are .AB  6 cm ]i AB
,  10 cm

Calcula\i aria lateral[ ]i volumul prismei.

31 O prism[ dreapt[ cu baza un triunghi echilateral

are raza cercului circumscris bazei de 2 3 cm
]i volumul . 135 cm3

Calcula\i aria total[ a prismei.

 32  Prisma dreapt[ ABCA’B’C’ are baza ABC un

triunghi echilateral ]i fe\ele laterale p[trate cu

latura de . Calcula\i aria lateral[ ]i2 2 cm
volumul prismei.

33  ABCA’B’C’ este o prism[ dreapt[ cu baza ABC  

un triunghi echilateral. Volumul prismei este

egal cu . Muchiile AB ]i BB’ sunt54 3 cm3

congruente, iar punctul M este mijlocul laturii

AB. a) Ar[ta\i c[ .AB  6 cm

b) Ar[ta\i c[ planele  sunt(MCB
,
) ]i (ABB

,
)

perpendiculare.

c) Calcula\i distan\a de la punctul B la planul

.(MCB
,
)
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38 O prism[ dreapt[ cu baza un hexagon regulat are latura bazei egal[ cu 2 cm ]i @n[l\imea egal[ cu . 3 cm

 Calcula\i: a) aria lateral[; b) aria total[; c) volumul prismei.

 39 O prism[ dreapt[ cu o baz[ hexagon regulat are aria lateral[ egal[ cu  ]i aria total[ egal[ cu 48 cm2

. Calcula\i volumul prismei.48(1  3 ) cm2

 40 Prisma dreapt[ ABCDEFA’B’C’D’E’F’ are una dintre baze hexagon regulat ABCDEF de latur[ .AB  3 cm

#n[l\imea prismei este , iar punctul S este mijlocul segmentului EB’.AA
,  3 3 cm

a) Calcula\i aria lateral[ ]i volumul prismei. b) Calcula\i distan\a de la S la dreapta AE’.

 41 Se consider[ o prism[ dreapt[ ABCDEFA’B’C’D’E’F’ av`nd baza un hexagon regulat cu latura de 5 cm.

Dac[ m[sura unghiului format de diagonala AC’ cu planul bazei este , afla\i aria total[ ]i volumul prismei.60 

    

TEST de autoevaluare

Recomandat pentru portofoliu personal

10p din oficiu

SUBIECTUL I - Pe foaia de rezolvare scrie\i numai rezultatele. (30 de puncte)

5p 1 Volumul unui cub cu diagonala de  este . . .  3 3 cm cm3.

5p 2 O prism[ triunghiular[ regulat[ are muchia bazei  ]i muchia lateral[ de 4 dm. 2 3 dm

Aria total[ este . . .  dm2.

5p       3 Un paralelipiped dreptunghic are dimensiunile 5 dm, 4 dm ]i 2 dm. 

Volumul paralelipipedului este  . . .  dm3.

5p       4 O prism[ patrulater[ regulat[ are aria bazei  ]i volumul  16 cm2 80 cm3.

Aria lateral[ a prismei este . . . cm2.

5p       5 Pe un ]antier se sap[ o groap[ @n form[ de paralelipiped dreptunghic, cu lungimea 6 m, l[\imea 5 m ]i

ad`ncimea 2 m. Pentru a nu se surpa, pe pere\i se pun placaje. Aria placajului folosit are  . . . m2.

5p       6 #ntr-un vas @n form[ de prism[ patrulater[ regulat[ cu aria bazei 10  ]i @n[l\imea 3 dm, se toarn[ 25dm2

litri de ap[. #n[l\imea p`n[ la care se ridic[ apa @n vas este . . .  dm.

SUBIECTUL al II-lea - Preciza\i litera corespunz[toare r[spunsului corect. (30 de puncte)

5p 1 Volumul unui cub este  Aria total[ a cubului este:27 cm3.

A. B. C. D. 27 cm2 36 cm2 54 cm2 45 cm2

5p 2 Un paralelipiped dreptunghic are diagonala de  ]i aria total[  Suma lungimilor muchiilor5 2 cm 94 cm2.

paralelipipedului este:

A. B. 48 cm C. 25 cm D. 47 cm12 cm
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5p 3 O prism[ triunghiular[ regulat[ are aria lateral[  ]i aria total[  Volumul prismei60 cm2 4(15  2 3 ) cm2.

este:

A. B. C. D. 20 3 cm3 15 6 cm3
20 3

3
cm3 60 3 cm3

5p 4 O bucat[ de br`nz[ @n form[ de paralelipiped dreptunghic cu lungimea 18 cm, l[\imea 12 cm ]i

@n[l\imea 8 cm se taie @n cuburi egale cu muchia exprimat[ printr-un num[r natural de centimetri.

Num[rul maxim de cuburi poate fi:

A. 72 B. 216 C. 108 D. 1844

5p 5 O piscin[ are forma unui paralelipiped dreptunghic cu lungimea 20 m, l[\imea 10 m ]i ad`ncimea 2 m.

C`te g[le\i cu vopsea sunt necesare pentru vopsirea interiorului piscinei, ]tiind c[ o g[leat[ de vopsea

poate acoperi o suprafa\[ de :10 m2

A. 32 B. 52 C. 20 D. 12

5p 6 O prism[ patrulater[ regulat[ are volumul  ]i aria lateral[  Aria bazei este:100 cm3 80 cm2.

A. B. C. D. 40 cm5 cm2 20 cm2 25 cm2 2

SUBIECTUL al III-lea - Pe foaia de rezolvare scrie\i rezolv[rile complete. (30 de puncte)

1 Un  acvariu  are  form[ de paralelipiped  dreptunghic  cu  lungimea  60 cm, l[\imea 40 cm ]i @n[l\imea

20 cm. 

5p a) P`n[ la ce @n[l\ime se ridic[ apa, dac[ se toarn[ @n acvariu 36 litri de ap[?

5p b) C`te cuburi cu muchia de 10 cm @ncap @n acvariul gol?

5p c) Dac[ @n acvariul plin cu ap[ sunt 49 de pe]ti]ori, demonstra\i c[ @n orice moment g[sim doi pe]ti]ori

astfel @nc`t distan\a dintre ei s[ fie mai mic[ dec`t .17, 5 cm

2 Fie o prism[ dreapt[ cu baza triunghiul echilateral ABC. Se ]tie c[  ]i ariaABCA
,

B
,

C
,

AB  6 cm

triunghiului  Calcula\i:A
,

BC este 18 3 cm2.

5p a) @n[l\imea prismei;

5p b) aria lateral[ ]i volumul prismei;

5p c) distan\a de la A la (A
,

BC).

*

* *
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Lec\ia 3.  Piramida regulat[ 

 Distan\e ]i m[suri de unghiuri pe fe\ele sau @n interiorul 

 piramidei regulate 

 (cu baza triunghi echilateral, p[trat sau hexagon regulat)

 Descrierea piramidei regulate  

 Elementele piramidei regulate  

Reamintim c[ o piramid[ se nume]te piramid[ regulat[ dac[ baza ei este un poligon regulat, iar muchiile

laterale sunt congruente. Am demonstrat anterior o condi\ie necesar[ ]i suficient[ ca o piramid[ s[ fie regulat[.

Re\ine!

O piramid[ este regulat[ dac[ ]i numai dac[ baza sa este un poligon regulat, iar proiec\ia

v`rfului pe planul bazei reprezint[ centrul cercului circumscris poligonului bazei.

De aici rezult[ un procedeu de a reprezenta @n desen o piramid[ regulat[:

 desen[m @n plan orizontal poligonul regulat ce reprezint[ baza piramidei;

 @n centrul cercului circumscris poligonului, ridic[m o perpendicular[ pe planul poligonului ]i pe aceast[

perpendicular[ fix[m v`rful piramidei;

 unind acest v`rf cu v`rfurile poligonului bazei, ob\inem muchiile laterale ale piramidei.

#n Figurile 26, 27, 28 am reprezentat o piramid[ triunghiular[ regulat[, o piramid[ patrulater[ regulat[ ]i o

piramid[ hexagonal[ regulat[.

Tem[ pentru lucru @n echipe Descrie\i piramidele din Figurile 26, 27, 28, pun`nd @n eviden\[ v`rfurile,

fe\ele ]i muchiile. Justifica\i faptul c[ fe\ele laterale ale fiec[rei piramide regulate sunt triunghiuri isoscele

congruente.

     Se nume]te apotem[ a unei piramide regulate, @n[l\imea unei fe\e laterale, dus[ din v`rful

piramidei.

          Defini\ie

Not[m cu , apotema piramidei, cu , apotema bazei ]i cu h @n[l\imea. Fie M, mijlocul laturii AB @ntr-oap ab

piramid[ regulat[ cu v`rful @n S. Not[m cu O centrul cercului circumscris poligonului bazei. 

Aplic`nd teorema lui Pitagora @n triunghiul dreptunghic SOM, avem , adic[:SO2 OM2  SM2

De exemplu, pentru un tetraedru regulat de muchie l, avem  ]i , ]i ob\inem . ap 
l 3

2
ab 

l 3

6
h 

l 6

3
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M

Figura 27

S

A D

B
M

EF

C

O

Figura 28

h2  ab
2  ap
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 Distan\e ]i m[suri de unghiuri pe fe\ele sau @n interiorul 

  piramidei regulate (cu baza triunghi echilateral, p[trat,  

  hexagon regulat)                                                                    

1. #n Figura 29,  reprezint[ o piramid[ triunghiular[ regulat[ cu baza ABC, iar punctele  sunt,VABC M, N, P

respectiv, mijloacele segmentelor BC, AB ]i AC.

 Proiec\iile muchiilor laterale  pe planul bazei  sunt,VA, VB, VC (ABC)

respectiv, segmentele  Deci unghiurile dintre muchiile laterale ]iAO, BO ]i CO.

planul bazei sunt VAO, VBO ]i VCO.

 Deoarece rezult[ c[ unghiul dintre planul fe\eiVM  BC ]i OM  BC,

laterale VBC ]i planul bazei este unghiul VMO. Preciza\i unghiul dintre  ]i (VAB)

(ABC).

 Distan\a de la centrul bazei la o muchie lateral[ se calculeaz[ ca @n[l\ime

@ntr-un triunghi dreptunghic.

Exemplu Distan\a de la O la VA este @n[l\imea din O a triunghiului dreptunghic VOA ]i este egal[ cu   
VO  AO

VA
.

Preciza\i cum se calculeaz[  distan\a de la O la VC.

 Deoarece  rezult[ c[  ]i deci distan\a de la O la VM  BC, OM  BC ]i BC  (VBC), (VOM)  (VBC)

 este lungimea perpendicularei din O pe VM ]i este egal[ cu  Spune\i cum se calculeaz[ distan\a de(VBC) VO OM
VM

.

la centrul bazei la (VAB).

 Deoarece rezult[ c[ distan\a de la A la  este distan\a de la A la VM, care se(VAM)  (VBC), (VBC)

calculeaz[ de obicei exprim`nd aria triunghiului VAM @n dou[ moduri, ]i anume:  
VO  AM

2
 d(A; VM)  VM

2
.

 #n orice piramid[ triunghiular[ regulat[, muchiile opuse sunt perpendiculare:

  ( ).VA  BC, VB  AC ]i VC  AB. BC  (VAM) ]i VA  (VAM), rezult[ BC  VA

Demonstra\i c[  VB  AC.

 Deoarece  dac[ ducem atunci , deci unghiul dintre planele fe\elor VBC  VAC, BD  VC, ]i AD  VC

 este unghiul dintre dreptele BD ]i AD.VBC ]i VAC

2. #n Figura 30,  este o piramid[ patrulater[ regulat[ cu @n[l\imea VO ]iVABCD

apotema VM. 

 Proiec\iile muchiilor laterale:  pe planul bazei sunt,VA, VB, VC ]i VD

respectiv, segmentele  Deci unghiurile dintre muchiile laterale ]iOA, OB, OC ]i OD.

planul bazei sunt: VAO, VBO, VCO ]i VDO.

 Deoarece  rezult[ c[ unghiul dintre planul fe\eiVM  BC ]i OM  BC,

laterale VBC ]i planul bazei este unghiul VMO. 

Construi\i unghiul dintre (VAB) ]i (ABC).

 Spunem despre fe\ele VAD ]i VBC c[ sunt fe\e opuse. Din  ]i V esteBC  AD, BC  (VBC), AD  (VAD)

punct comun, rezult[ c[ dreapta de intersec\ie a planelor  trece prin V ]i este paralel[ cu BC. Ducem (VAD) ]i (VBC)

 ]i fie  Deci unghiul dintre  este unghiulVN  AD d  (VAD)  (VBC), rezult[ VM  d ]i VN  d. (VBC) ]i (VAD)

dintre  VM ]i VN.

 Dac[  atunci ]i , deci unghiul dintre  este unghiul dintre  BE  VC, DE  VC (VBC) ]i (VDC) BE ]i DE.

 Distan\a de la centrul bazei la o muchie lateral[, de exemplu de la O la VA, este @n[l\imea din O a

triunghiului dreptunghic VOA ]i este egal[ cu 
VO OA

VA
.

 Distan\a de la centrul bazei la o fa\[ lateral[, de exemplu de la O  la  este  distan\a  de la  O la VM  (VBC),

( ) ]i este egal[ cu  (VOM)  (VBC) VO OM
VM

.
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 Distan\a de la A la  este dublul distan\ei de la O la deoarece O este mijlocul segmentului AC(VBC) (VBC),

]i C  (VBC).

 Unghiul dintre VA ]i BC este unghiul dintre VA ]i AD  adic[ (AD  BC), VAD.

Probleme rezolvate 
1.  este o piramid[ triunghiular[ regulat[ cu latura bazei  este    VABC AB  18 cm, VA  12 cm, O

                               centrul bazei ]i  Calcula\i:N  VA, VN  4 cm.

a) lungimile segmentelor VO ]i VM;

b) m[sura unghiului dintre VA ]i  (ABC);

c) ar[ta\i c[ d) distan\a de la N la NO  (VBC); (ABC);

e) tangenta unghiului dintre MN ]i f) distan\a de la A la (ABC); (VBC);

g) sinusul unghiului dintre VA ]i (VBC);

h) cosinusul unghiului dintre VM ]i AC.

Solu\ie a)  AO  2
3

AM  2
3


18 3

2
 6 3 cm.

VOA dreptunghic @n O; VO2  VA2  AO2, rezult[ VO  6 cm.

VMB este dreptunghic @n M, rezult[ VM2  VB2 BM2, rezult[ VM  3 7 cm.

b) VA; (ABC) (VA; AO) VAO  30 VO  VA
2

.

c)  Rezult[ conform reciprocei teoremei lui Thales c[  
VN
VA

 MO
MA

 1
3

. NO  VM; VM  (VBC) ]i NO  (VBC),

rezult[ NO  (VBC).

d) Ducem  #n  rezult[ conform teoremeiND  VO ]i cum VO  (ABC), rezult[ ND  (ABC). VAO, ND  VO,

fundamentale a asem[n[rii c[ rezult[ AND  AVO,
ND
VO

 AN
AV

 AD
AO

, rezult[ ND  4 cm ]i AD  4 3 cm.

e) Proiec\ia lui  este MD. Deci unghiul dintre  este  tg MN pe (ABC) MN ]i (ABC) NMD. NMD  ND
DM



  
4 3

15
.

f) Din rezult[  AM  BC, VM  BC ]i BC  (VBC), rezult[ (VAM)  (VBC), dA; (VBC)  d(A; VM)  AQ.

A  A   VAM  AM  VO
2

 27 3 cm2. VAM 
VM  AQ

2


3 7  AQ

2
.

Deci  
3 7  AQ

2
 27 3 , rezult[ AQ 

18 21

7
cm.

g) Din rezult[ proiec\ia lui VA pe  este VQ ]i unghiul dintre VA ]i  AQ  (VBC), (VBC) (VBC) este AVQ.

 sinAVQ 
AQ

AV


3 21

14
.

h)  este linie mijlocie @n   DeducemMT ABC, rezult[ MT  AC, rezult[ (VM; AC) (VM; MT) VMT.

   VE  MT, rezult[ ME  ET  MT
2

 9
2

cm. cos VME  ME
VM


3 7

14
.

2. VABCDEF este o piramid[ hexagonal[ regulat[ cu @n[l\imea   esteVO  12 cm, VA  8 3 cm ]i VM

apotema piramidei. Calcula\i:

a) lungimile segmentelor AB ]i VM;

b) m[sura unghiului dintre o muchie lateral[ ]i planul bazei;

c) sinusul unghiului dintre planul unei fe\e laterale ]i planul bazei;

d) distan\a de la O la (VAB);

e) distan\a de la B la (VAD);

f) sinusul unghiului dintre (VAB) ]i (VDE).
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Solu\ie a)  este dreptunghic @n   VOA O, rezult[ AO2  VA2  VO2, rezult[ AO  4 3 , rezult[ AB  4 3 cm.

 este dreptunghic @n VMA M, rezult[ VM2  VA2 AM2, rezult[ VM  6 5 cm.

b) VA; (ABC) (VA; AO) VAO  60 AO  VA
2

.

c)  VM  AB, VM  (VAB), OM  AB, OM  (ABC), rezult[ (VAB); (ABC) (VM; OM) VMO.

 d) sin VMO  VO
VM


2 5

5
. OM  AB, VM  AB ]i AB  (VAB), rezult[ (VOM)  (VAB), rezult[

    dO; (VAB)  d(O; VM)  VO OM
VM


12 5

5
cm.

e)   VO  (VAD) ]i VO  (ABC), rezult[ (VAD)  (ABC), rezult[ d(B; (VAD))  d(B; AD)  BF
2

 6 cm.

f) Din  este punct comun, rezult[ c[ dreapta de intersec\ie a planelor AB  DE, AB  (VAB), DE  (VDE) ]i V

 trece prin V ]i este paralel[ cu AB.  Fie  (VAB) ]i (VDE) N  MO DE ]i a  (VAB)  (VDE).

Din , rezult[  Deci unghiul dintre  esteVM  AB, VN  DE ]i a  AB  DE VM  d ]i VN  d. (VAB) ]i (VDE)

unghiul dintre VM ]i VN, adic[ MVN.

A  A  Se ob\ine MVN  MN  VO
2

 72 cm2; AMN  VM  VN sin MVN
2

 90 sin MVN. sin MVN  0, 8.

PROBLEME
4  Piramida triunghiular[ regulat[ ABCD are baza

ABC cu  ]i . Punctele M ]i NAB  6 cm AD  5 cm

sunt mijloacele segmentelor AB, respectiv AD.

a) Calcula\i @n[l\imea ]i apotema piramidei.

b) Calcula\i sinusul unghiului dintre dreapta MN

]i dreapta DC.

c) Calcula\i lungimea proiec\iei segmentului 

 pe planul .MN (ABC)

5  Piramida patrulater[ regulat[ VABCD are lungimea

@n[l\imii  egal[ cu lungimea laturii  a p[-VO BC

tratului ABCD ]i M este mijlocul laturii . Dac[ BC

cm, calcula\i: a) @n[l\imea VO;VM  4 5

b) distan\a de la O la planul ;(VBC)

c) distan\a de la O la VB.

6  O piramid[ patrulater[ regulat[ VABCD cu v`rful

V are  cm, unde AB  VO  10 AC  BD  O.

Calcula\i:   a) apotema piramidei;

b) distan\a de la A la  ;   (VBC)

c) distan\a de la mijlocul lui VA la planul .(VBC)

7 Piramida patrulater[ regulat[ VABCD, de v`rf V are

aria lateral[ egal[ cu  ]i unghiul dintre pla-288 cm2

nele  ]i  are m[sura de . Calcula\i:(VBC) (VAD) 60

a) m[sura unghiului dintre planele  ]i ;(VBC) (ABC)

b) @n[l\imea piramidei;

c) valoarea tangentei unghiului format de muchia

lateral[ cu planul bazei;    

d) distan\a de la mijlocul @n[l\imii  la planul VO

.(VBC)

1 VABCD este o piramid[ patrulater[ regulat[, O

este centrul bazei ABCD, M este mijlocul mu-

chiei BC, iar N este mijlocul muchiei VC. Se ]tie

c[  ]i aria triunghiului VBC este egal[AB  12 cm

cu aria bazei. 

Calcula\i:

a) lungimile segmentelor VO ]i VM;

b) tangenta unghiului dintre NO ]i BC;

c) distan\a de la O la (VBC);

d) distan\a de la N la (VBD);

e) tangenta unghiului dintre MN ]i (VAC).

2 VABC este o piramid[ triunghiular[ regulat[, O

este centrul bazei ABC, D este mijlocul muchiei

BC ]i E este mijlocul muchiei AB. 

Dac[  se cere:AB  12 cm ]i VA  8 cm,

a) lungimile segmentelor VO ]i VD;

b) s[ ar[ta\i c[ DE  (VAC);

c) unghiul dintre VA ]i BC;

d) tangenta unghiului dintre VD ]i AC;

e) distan\a de la A la(VBC).

3 Piramida hexagonal[ regulat[  cu v`r-VABCDEF

ful V are @n[l\imea  ]i VO  6 cm AB  12 cm.

 Calcula\i:

a) lungimea apotemei piramidei;

b) distan\a de la A la (VCF);

c) sinusul unghiului dintre VA ]i VD;

d) m[sura unghiului dintre (VBC) ]i (VEF).
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Lec\ia 4. Aria ]i volumul piramidei regulate cu baza

triunghi echilateral, p[trat sau hexagon regulat

  Desf[]urarea piramidei regulate  

Figurile 33, 34 ]i 35 reprezint[ desf[]ur[rile suprafe\elor unei piramide triunghiulare regulate, ale unei piramide

patrulatere regulate ]i ale unei piramide hexagonale regulate, av`nd lungimea muchiei bazei l ]i lungimea muchiei

laterale m.

  Aria lateral[ ]i aria total[ a piramidei regulate  

  Suma ariilor fe\elor laterale ale unei piramide se nume]te aria lateral[ a piramidei. (Suprafa\a

colorat[ cu ro]u).

  Suma ariilor tuturor fe\elor unei piramide se nume]te aria total[ a piramidei.

          Defini\ie

Not[m aria lateral[ cu A , aria total[ cu A  ]i aria bazei cu A .l t b

#ntre aria total[, aria lateral[ ]i aria bazei exist[ rela\ia evident[:

Deoarece fe\ele laterale ale unei piramide regulate sunt triunghiuri congruente, ariile lor sunt egale. Aria unei

fe\e laterale este . Deci, pentru o piramid[ a c[rei baz[ este un poligon cu n laturi, avem A .
l  ap

2 l 
n  l  ap

2
 

Cum P  (perimetrul bazei), ob\inem formula: n  l  b

#n particular, aria lateral[ a unui tetraedru regulat este  iar aria total[ este .3 
l2 3

4
4 

l2 3

4
 l2 3

  Volumul piramidei regulate  

Volumul V al unei piramide se calculeaz[ dup[ formula                         unde  am notat cu A  aria bazei ]i cu h,b

@n[l\imea piramidei.
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 Sec\iuni paralele cu baza @n piramid[  

Fie SBAC o piramid[ ]i planul  paralel cu  care intersecteaz[ muchiile  @n punctele A’, B’, (ABC) SA, SB ]i SC

C’. Atunci suprafa\a triunghiular[ A’B’C’ reprezint[ sec\iunea determinat[ de

planul  @n piramida considerat[ (vezi Figura 36). Triunghiurile ABC ]i A’B’C’ sunt
asemenea, raportul de asem[nare k fiind egal cu raportul @n[l\imilor piramidelor

SA’B’C’ ]i SABC sau cu raportul muchiilor corespunz[toare, adic[ avem:

k  A
,

B
,

AB
 B

,

C
,

BC
 C

,

A
,

CA
 SO

,

SO
 SA

,

SA
 SB

,

SB
 SC

,

SC

#n aceste condi\ii, spunem c[ piramidele SA’B’C’ ]i SABC sunt asemenea,

raportul de asem[nare fiind k. S[ calcul[m raportul volumelor celor dou[ piramide. 

. Dar , iar raportul ariilor a
VSA ,B ,C ,

VSABC


AA ,B ,C ,  SO
,

3
AABC  SO

3

 AA ,B ,C ,

AABC
 SO

,

SO
SO

,

SO
 k

dou[ poligoane asemenea este egal cu p[tratul raportului de asem[nare, adic[ . Rezult[ .
AA ,B ,C ,

AABC
 k2 VSA ,B ,C ,

VSABC
 k3

Considera\iile de mai sus sunt valabile pentru o sec\iune paralel[ cu baza @n orice piramid[.  

Tem[ pentru lucru @n echipe Demonstra\i c[ raportul ariilor laterale ale piramidelor  esteSA
,

B
,

C
,

]i SABC

egal cu               k2.

Re\ine!  

Sec\ion`nd o piramid[ printr-un plan paralel cu baza, se ob\ine o piramid[ asemenea cu

piramida dat[. Raportul volumelor celor dou[ piramide este egal cu cubul raportului de asem[nare,

iar raportul ariilor laterale (totale) este egal cu p[tratul raportului de asem[nare.

Probleme rezolvate
1 O piramid[ triunghiular[ regulat[ SBAC are @n[l\imea de 8 cm, iar raza cercului @nscris @n triun-     

                    ghiul ABC este de 6 cm. Calcula\i:

a) apotema piramidei;

b) aria lateral[ ]i aria total[ a piramidei;

c) volumul piramidei;

d) distan\a de la punctul A la planul .(SBC)

Solu\ie  a) Fie M, mijlocul laturii . Raza OM a cercului @nscris @n triunghiulBC

ABC reprezint[ apotema bazei (vezi Figura 37). Rezult[ , deci ap
2  ab

2  h2  100

.ap  10 cm

b) Avem , dar , de unde  cm.AM  3 OM  18 cm AM 
l 3

2
l  12 3

A ; A ; A A A . l 
Pb  ap

2
 180 3 cm2

b 
l2 3

4
 108 3 cm2

t  l  b  288 3 cm2

c) V . Ab  h
3


108 3  8

3
 288 3 cm3

     d) Not[m distan\a cerut[ cu x. Consider`nd fa\a SBC ca baz[ a piramidei, avem V , dar  ASBC  x
3

. Din , .ASBC  BC  SM
2

 60 3 288 3 
60 3  x

3
x  14, 4 cm
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     2  Dintr-o foaie de tabl[ p[trat[ ABCD cu latura de 6 dm se confec-

\ioneaz[ o piramid[ patrulater[ cu baza MNPQ.  Pentru aceasta, se @nl[tur[

triunghiurile AMB, BNC, CPD ]i DAQ, unde MA  MB  NB  NC  PC  PD 
 ]i . Ar[ta\i c[ partea r[mas[ reprezint[ desf[]urarea QD  QA AMB  120 

unei piramide regulate ]i calcula\i aria lateral[, aria total[ ]i apotema piramidei

(vezi Figura 38).

Solu\ie Triunghiurile MAB, NBC, PCD ]i QDA sunt congruente conform

cazului L.L.L. Aceste triunghiuri sunt isoscele cu unghiurile de la baz[ de . 30 

Triunghiurile QAM, MBN, NCP  ]i PDQ sunt congruente conform cazului

L.U.L. ]i isoscele cu unghiurile de la v`rf de , deci cu unghiurile de la baz[ de . Rezult[ c[ 30  75  MN 
 ]i . MNPQ este romb cu un unghi drept, deci este p[trat.  NP  PQ  QM QMN  360   120   2  75   90 

Suprafa\a ha]urat[ reprezint[ desf[]urarea unei piramide patrulatere regulate av`nd ca baz[ p[tratul MNPQ ]i

muchiile laterale congruente. Fie M’ proiec\ia lui M pe AB ]i P’ proiec\ia lui P pe CD. #n triunghiul AMM’, avem 

 ]i . Not[m . Din , ob\inem MM
,  AM

,

tg 30   3 cm AM  2MM
,  2 3 cm MN  l M

,

P
,  MM

, MP  PP
,

, de unde . Ob\inem A . Aria triunghiului ABM6  2  3  l 2 l  3 2  6 b  (3 2  6 )2  (24  12 3 ) cm2

este .  Aria total[ a piramidei este A  A  AAB MM
,

2


6  3

2
 3 3 cm2

t  ABCD  4 MAB  36  4  3 3 

, deci aria lateral[ este . BD taie MN @n B’ ]i PQ @n D’. Atunci  36  12 3 36 12 3  (24 12 3 )  12cm2

 (apotema piramidei). Din , ob\inem , de unde BB
,  DD

,  ap BD  BB
,  B

,

D
, DD

,

6 2  2ap  3 2  6

.ap 
3 2  6

2

3 Fie SABCDEF  o piramid[ hexagonal[ regulat[ cu  ]i m[sura unghiului ASD de . AB  10 cm 60 

Calcula\i:

a) aria lateral[ ]i aria total[ a piramidei;

b) volumul piramidei;

c) distan\a de la centrul bazei piramidei la o muchie lateral[. 

Solu\ie  a) Triunghiul SAD este echilateral cu  . Not[m cu M mijlocul lui . AD  2  AB  20 cm AB

Cum @n[l\imea piramidei este , ob\inem ,h  SO 
AD  3

2
 5 3 SM2  SO2 OM2  (10 3 )2  (5 3 )2  375

deci apotema piramidei este . ap  SM  5 15 cm

Rezult[ A , A  l 
6  l  ap

2
 150 15 cm2

b 
3l2 3

2
 150 3 cm2

]i A A A .t  l  b  150( 15  3 ) cm2

b) V . Ab  h
3


150 3  10 3

3
 1500 cm3

c) .d(O, SA)  SO OA
SA


10 3  10

20
 5 3 cm
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PROBLEME
1 Copia\i ]i completa\i tabelul de mai jos, unde L, h, m, , A , A  ]i V reprezint[ respectiv: latura bazei,ap l t

@n[l\imea, muchia lateral[, apotema, aria lateral[, aria total[ ]i volumul piramidei triunghiulare regulate.

144 24 6

100 375 3

9 32 3

1213

132

36

VA tA lapmhL

7  #n piramida triunghiular[ regulat[ VABC, @n[l\imea

 are lungimea egal[ cu 12 cm, iar distan\a de laVO

punctul O la planul  este egal[ cu 7,2 cm.(VBC)

a) Ar[ta\i c[ cm.AB  18 3
b)  Calcula\i volumul piramidei VABC.

c) }tiind c[ punctele  sunt centrele deG1, G2, G3

greutate ale fe\elor VAB, VAC, respectiv VBC,

calcula\i volumul piramidei regulate .VG1G2G3

8  Fie piramida triunghiular[ regulat[ VABC cu baza

ABC. #n[l\imea piramidei este de 12 cm ]i m[sura

unghiului format de planul bazei cu o fa\[ lateral[ 

. a) Calcula\i aria total[ a piramidei.60

b) La ce distan\[ de planul bazei trebuie dus un

plan paralel cu planul bazei, astfel @nc`t piramida

mic[ format[ s[ aib[ volumul egal cu ?
8 3

3
cm3

9  La un atelier de crea\ie, Mihai construie]te, din trei

pl[cu\e de plastic @n form[ de triunghi isoscel, cu

latura bazei 12 cm ]i @n[l\imea corespunz[toare

bazei de 8 cm, ]i dintr-o pl[cu\[ @n form[ de

triunghi echilateral cu latura de 12 cm, o piramid[

triunghiular[ regulat[.

a) Care a fost suprafa\a materialului de

plastic necesar[ pentru confec\ionarea piramidei?

Aproxima\i la @ntreg!

b) #nainte de a ad[uga baza piramidei, Mihai

verific[ dac[ au fost f[cute bine lipiturile fe\elor

laterale. Pentru aceasta el dore]te s[ umple

interiorul piramidei cu ap[. I-a fost suficient un

pahar de 125 ml plin cu ap[?

2 Calcula\i aria lateral[, aria total[ ]i volumul unei

piramide triunghiulare cu toate muchiile congru-

ente egale cu cm.12 3

3 Piramida triunghiular[ regulat[ SABC are baza

triunghiul ABC, M este mijlocul muchiei , BC

]i  .SA  12 2 ASM  90

a) Calcula\i aria lateral[ ]i volumul piramidei.

b) Calcula\i distan\a de la mijlocul segmentului 

 la planul .AM (SBC)

c) Calcula\i lungimea celui mai scurt drum

dintre punctele A ]i M pe suprafa\a lateral[ a

piramidei.

4 Calcula\i volumul unei piramide cu toate mu-

chiile congruente, ]tiind c[ desf[]urarea sa este

un triunghi echilateral cu aria egal[ cu 

.16 3 cm2

    5 Piramida triunghiular[ regulat[ VABC are mu-

chiile congruente. #n[l\imea piramidei este VO,

punctul M este proiec\ia punctului O pe muchia

VB ]i cm.MC  2 7

a) Ar[ta\i c[  cm.BC  6

b) Calcula\i volumul piramidei.

c) Calcula\i sinusul unghiului dintre dreapta

MC ]i planul .(VOC)

    6 Din ]ase be\i]oare cu aceea]i lungime, lipindu-le

@ntre ele la capete, construi\i patru triunghiuri

echilaterale.
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17  #n piramida patrulater[ regulat[ VABCD de baz[

ABCD, latura bazei are lungimea de 12 cm, iar

unghiul dintre planele  are m[-(VAC) ]i (VBC)

sura de  a) Ar[ta\i c[ 60. BD  (VAC);

b) Calcula\i volumul piramidei.

c) Afla\i m[sura unghiului dintre planele  ]i(VBC)

 (VCD).

d) Calcula\i distan\a de la punctul A la planul 
(VBC).

18  Un elev construie]te din s`rm[ un model de pira-

mid[ patrulater[ VABCD cu toate muchiile con-

gruente. 

Pentru acest model elevul a folosit 96 cm de

s`rm[.

a) Calcula\i aria total[ a piramidei VABCD.

b) Determina\i @n[l\imea piramidei VABCD.

19  #ntr-un camping un cort are forma unei piramide

patrulatere regulate cu v`rful S ]i baza  SeMNPQ.

cunoa]te aria triunghiului SMN de  ]i12 3 m2

SM  MN.

a) S[ se afle @n[l\imea cortului.

b) Calcula\i c`\i m  de p`nz[ de cort sunt nece-2

sari pentru confec\ionarea cortului (se ]tie c[ ]i

baza cortului este confec\ionat[ din acela]i mate-

rial). 

c) Afla\i volumul aerului din cort.

20 Dintr-o bucat[ de lemn @n form[ de piramid[

patrulater[ regulat[ SABCD, un sculptor ]i-a

conceput lucrarea elimin`nd dou[ piramide

patrulatere regulate  Se ]tieSMNPQ ]i OMNPQ.

c[ triunghiul  este echilateral de latura SAC

 ]i c[ punctele  sunt mijloa-
3 3

2
m M, N, P, Q

cele muchiilor piramidei  Calcula\i:SABCD.

a) @n[l\imea SO a piramidei;

b) volumul corpului eliminat;

c) aria total[ a corpului r[mas.

O
,

O

A B

CD

M N

PQ

S

Figura 40

   10 Cutiile pentru laptele primit de elevii unei ]coli

au  forma  unui  tetraedru  regulat cu muchia de  

1 dm. a) Calcula\i aria suprafe\ei materialului

necesar pentru o cutie.

b) C`\i mililitri de lapte con\ine o cutie?

(Se ia pentru valoarea aproximativ[ .)2 1, 41

11 O piramid[ hexagonal[ regulat[ are aria bazei

de  ]i volumul de . Calcula\i32 3 dm2 128 dm3

aria lateral[ a piramidei ]i m[sura unghiului unei

fe\e laterale cu planul bazei.

   12 Piramida hexagonal[ regulat[ VABCDEF, de

v`rf V, are aria lateral[ egal[ cu cm  ]i48 3 2

apotema piramidei de lungime cm.4 3
Calcula\i volumul piramidei ]i sinusul unghiului

format de planul  cu planul bazei.(VBD)

   13 Copia\i ]i completa\i tabelul de mai jos, unde L,

h, m, , A , A  ]i V reprezint[ respectiv: laturaap l t

bazei, @n[l\imea, muchia lateral[, apotema

piramidei, aria lateral[, aria total[, ]i volumul

unei piramide patrulatere regulate.

39202320

324

643

54018

105

34 2

VA tA lapmhL

   14 O piramid[ patrulater[ regulat[ are latura bazei

de cm ]i unghiul unei fe\e laterale cu planul2 3
bazei de . Calcula\i aria total[ ]i volumul60

piramidei.

   15 O piramid[ patrulater[ regulat[ are toate mu-

chiile congruente ]i aria lateral[ de cm .16 3 2

Calcula\i volumul piramidei ]i m[sura unghiului

dintre o muchie lateral[ ]i planul bazei.

   16 O piramid[ patrulater[ regulat[ are apotema de 

, iar muchia lateral[ formeaz[ cu planul4 7

bazei un unghi de . Calcula\i:60

a) volumul piramidei;  

b) distan\a de la centrul bazei la o fa\[ lateral[.
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   21 Copia\i ]i completa\i tabelul de mai jos, unde L, h, m, , A , A  ]i V reprezint[ respectiv: latura bazei,ap l t

@n[l\imea, muchia lateral[, apotema piramidei, aria lateral[, aria total[ ]i volumul unei piramide hexagonale

regulate.

2a 22a

28 34

12

52 3

VA tA lapmhL

TEME DE SINTEZ{
Recomandate pentru lucru @n echipe

1 #ntr-un acvariu cu dimensiunile de 2 dm, 3 dm ]i 4 dm @noat[ 25 de pe]ti]ori. Demonstra\i c[ @n orice moment

exist[ cel pu\in doi pe]ti]ori la distan\[ mai mic[ dec`t 18 cm.

 2 Un diamant are forma unui tetraedru regulat cu muchia de 3 cm. Diamantul este ambalat @ntr-o cutiu\[ cubic[

cu muchia de 4 cm. 

a) Calcula\i volumul diamantului.

b) Calcula\i raportul dintre aria bazei diamantului ]i aria bazei cutiei.

c) C`t la sut[ din volumul cutiei reprezint[ volumul diamantului?

3 a) Aria unei fe\e laterale a piramidei lui Keops este egal[ cu aria unui p[trat av`nd latura egal[ cu @n[l\imea

piramidei. Demonstra\i c[ raportul dintre apotema piramidei ]i apotema bazei este egal cu  (num[rul
1  5

2
de aur).

b) Se noteaz[  cu litera greceasc[ . Consider[m ]irul . Demonstra\i c[ fiecare termen
1  5

2
 1,, 2,3, ...

al ]irului, @ncep`nd cu al treilea, este egal cu suma celor doi termeni dinaintea lui.

   TEST de autoevaluare   

Recomandat pentru portofoliu personal

10p din oficiu

SUBIECTUL I - Pe foaia de rezolvare scrie\i numai rezultatele. (30 de puncte)

5p 1 Desf[]urarea suprafe\ei totale a unui tetraedru regulat este un triunghi echilateral cu latura 6 cm. Aria

total[ a tetraedrului este  . . .  cm2.

5p 2 Volumul unei piramide hexagonale regulate este  iar muchia bazei este  #n[l\imea1080 cm3, 1, 2 dm.

piramidei este . . .  cm.

5p       3 Sec\iunea diagonal[ a unei piramide patrulatere regulate este un triunghi dreptunghic isoscel cu aria 

 Volumul piramidei este . . .  2 dm2. dm3.
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5p       4 O piramid[ triunghiular[ regulat[ are muchia bazei de 6 cm ]i unghiul dintre o fa\[ lateral[ ]i planul

bazei  Aria lateral[ a piramidei este . . . 60. cm2.

5p       5 O piramid[ patrulater[ regulat[ are muchia lateral[  ]i @n[l\imea  20 3 cm 2 dm.

Aria bazei este . . . dm2.

5p       6 Dac[ aria lateral[ a unui tetraedru regulat este  aria bazei este . . .  12 3 cm2, cm2.

SUBIECTUL al II-lea - Preciza\i litera corespunz[toare r[spunsului corect. (30 de puncte)

5p 1 #n[l\imea unui tetraedru regulat este  Aria total[ a tetraedrului este egal[ cu: 3 6 cm.

A. B. C. D. 12 6 cm2
81 3

4
cm2

243 3

4
cm2 81 3 cm2

5p 2 O piramid[ patrulater[ regulat[ cu toate muchiile egale are aria lateral[  Aria bazei este egal[16 3 cm2.

cu:

A. B. C. D. 4 3 cm2 16 cm2 8 cm2 8 3 cm2

5p 3 VABC este o piramid[ triunghiular[ regulat[ cu baza ABC ]i  Dac[ aria lateral[ este VA  VB  VC  VA.

 atunci volumul piramidei este:32 cm2,

A. B. C. D.  cm
32
3

cm3 32 cm3 16 3 cm3
32 3

9
3

5p 4 #n  Figura 41 se  ]tie c[ triunghiurile  ]i  sunt echilaterale cu latura deMAB, NBC, PCD, QDE, REF SFA

4 cm. Aceast[ figur[ reprezint[ o bucat[ de carton din care Bogdan a

construit o piramid[ hexagonal[ regulat[. Aria total[ a piramidei este:

A. B.24 3 cm2 48 3 cm2

C. D. 36 2 cm2 32 3 cm2

5p 5 O st`nc[ este @n form[ de piramid[ patrulater[ regulat[ VABCD cu muchia lateral[  ]i m[suraVA  200 m

unghiului AVB de  Un alpinist porne]te din A pe drumul cel mai scurt p`n[ la mijlocul muchiei VC.45.

Lungimea drumului parcurs de alpinist este:

A. B. C. D. 400 m300 m 100(2 2  1) m 100 5 m

5p 6 O piramid[ patrulater[ regulat[ are aria lateral[ de  ]i aria total[  Lungimea muchiei1040 cm2 1440 cm2.

bazei este de:

A. B. C. D. 20 cm10 2 cm 200 cm 12 cm

SUBIECTUL al III-lea - Pe foaia de rezolvare scrie\i rezolv[rile complete. (30 de puncte)

1 O piramid[ patrulater[ regulat[ VABCD are latura bazei  ]i apotema 13 cm. AB  10 cm

5p a) Calcula\i volumul piramidei.

5p b) Demonstra\i c[ muchia lateral[ este mai mic[ dec`t 14 cm.

5p c) Dac[ M se afl[ pe muchia VC, determina\i lungimea lui VM, astfel @nc`t aria triunghiului MBD s[ fie

minim[.

2 VABCDEF este o piramid[ hexagonal[ regulat[ cu muchia bazei  ]i muchia lateral[ AB  6 cm

VA  6 2 cm.

5p a) Calcula\i aria total[ a piramidei VABCDEF.

5p b) Demonstra\i c[ VACE este piramid[ triunghiular[ regulat[.

5p c) Calcula\i raportul dintre volumul piramidei VACE ]i volumul lui VABCDEF.
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Lec\ia 5.  Trunchiul de piramid[ regulat[

 Distan\e ]i m[suri de unghiuri pe fe\ele sau

   @n interiorul trunchiului de piramid[ regulat[

  Aria ]i volumul trunchiului de piramid[ regulat[

  Descrierea trunchiului de piramid[ regulat[    

      Elementele trunchiului de piramid[ regulat[   

Sec\ion`nd o piramid[ cu un plan paralel cu baza acesteia, se ob\ine o piramid[ asemenea cu cea dat[.

#ndep[rt`nd aceast[ piramid[, se ob\ine un poliedru a c[rui denumire este trunchi de piramid[. Dac[ piramida este

regulat[ se spune despre trunchi c[ este de piramid[ regulat[. #n Figurile 42, 43 ]i 44 sunt reprezentate: trunchiul de

piramid[ triunghiular[ regulat[, trunchiul de piramid[ patrulater[ regulat[ ]i trunchiul de piramid[ hexagonal[

regulat[. 

Reamintim c`teva dintre defini\iile ]i propriet[\ile cunoscute ale unui trunchi de piramid[.

 Muchiile laterale ale unui trunchi de piramid[ regulat[ sunt congruente.

 Fe\ele laterale ale unui trunchi de piramid[ regulat[ sunt trapeze isoscele congruente.

 Bazele unui trunchi de piramid[ regulat[ sunt poligoane regulate asemenea.

 Distan\a dintre planele bazelor unui trunchi de piramid[ se nume]te @n[l\imea trunchiului.

 #n[l\imea unuia dintre trapezele care constituie fe\ele laterale ale unui trunchi de piramid[ se nume]te

apotema trunchiului.

Not[m cu O ]i O’ centrele cercurilor circumscrise poligoanelor ce constituie bazele trunchiului de piramid[, iar

cu M ]i M’ mijloacele laturilor  ]i . AB A
,

B
,

#n trapezul dreptunghic  (vezi Figura 45) avem:OMM
,

O
,

 (@n[l\imea trunchiului);OO
,  h

 (apotema bazei mari);OM  aB

 (apotema bazei mici);O
,

M
,  ab

 (apotema trunchiului).MM
,  at

Are loc rela\ia:    
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  Desf[]urarea trunchiului de piramid[ regulat[  

#n figurile de mai jos sunt reprezentate desf[]ur[rile pe un plan ale trunchiurilor de piramid[ triunghiular[ (vezi

Figura 46), patrulater[ (vezi Figura 47) ]i hexagonal[ regulate (vezi Figura 48).

  Aria lateral[ ]i aria total[ a trunchiului de piramid[ regulat[  

  Suma ariilor fe\elor laterale ale unui trunchi de piramid[ se nume]te aria lateral[ a trunchiului

de  piramid[.

   Suma ariilor tuturor fe\elor unui trunchi de piramid[ se nume]te aria total[ a trunchiului.

          Defini\ie

Not[m aria lateral[ cu A , aria total[ cu A  ]i ariile bazelor cu A  (aria bazei mari) ]i A , (aria bazei mici). Mail t B b

not[m cu L latura bazei mari  cu l latura bazei mici ]i cu  apotema trunchiului.at

Are loc rela\ia evident[: 

Deoarece fe\ele laterale ale unui trunchi de piramid[ regulat[ sunt trapeze congruente, ariile lor sunt egale. Aria

unei fe\e laterale este . Deci, pentru un trunchi de piramid[ al c[rei baze sunt poligoane cu n  laturi, avem
(L  l)  at

2

A . Cum  P   (perimetrul  bazei  mari)  ]i  P   (perimetrul  bazei  mici), l  n 
(L  l)  at

2


(nL  nl)  at

2
n  L  B n  l  b

ob\inem formula: 

   Geometrie                                                                                                                                               

- 169 -

Figura 46 Figura47Figura 48

 A A A At  l  B  b

 A l 
( B  b )  at

2
PP



 Volumul trunchiului de piramid[ regulat[  

Ne propunem s[ g[sim o formul[ pentru calculul volumului unui trunchi de

piramid[ @n func\ie de @n[l\ime ]i ariile celor dou[ baze.

Fie S, v`rful piramidei din care provine trunchiul ]i , distan\a de la S la planulh
,

bazei mici. #n Figura 49 am reprezentat un trunchi de piramid[ patrulater[ ]i piramida

din care provine, dar ra\ionamentul este valabil pentru orice trunchi de piramid[.

Volumul trunchiului este egal cu diferen\a volumelor celor dou[ piramide, deci

 V = A A A A A     
1
3 B(h  h

,
) 1

3 b  h
,  1

3 B  h  1
3

h
, B b. (1)

   Dar    deci , de unde .
b

B
 h

,

h  h ,

2
h

,

h  h , 
b

B
h

,

B  b  h b

   #nmul\ind ambii membri ai acestei rela\ii cu , ob\inem A A  A  B  b h
, B  b  h B  b  b.

#nlocuind @n rela\ia  ob\inem formula volumului trunchiului de piramid[:(1),

Problem[ rezolvat[
Fie SABC o piramid[ triunghiular[ regulat[ cu @n[l\imea  cm ]i  cm. SO  12 AB  24

Consider[m , astfel @nc`t  cm ]i . Prin  ]i se duc planele O
,

 SO SO
,  6 O

, ,

 (SO
,
) O

,

O
, ,

 ]i  paralele cu , , . (A
,

B
,

C
,
) (A

, ,

B
, ,

C
, ,

) (ABC) A ,

 SA, A
, ,

 SA B
,

 SB, B
, ,

 SB, C
,

 SC, C
, ,

 SC
}tiind c[:   , calcula\i: 

ABCA ,B ,C ,

A ,B ,C ,A , ,B , ,C , ,  189
19

a) @n[l\imea piramidei ; b) apotema trunchiului de piramid[ .SA
, ,

B
, ,

C
, ,

ABCA
,

B
,

C
,

Solu\ie  a) Not[m V , V  ]i V . V  SABC V
,  SA ,B ,C , V

, ,  SA , , B , ,C , ,

Avem , de unde . 
V

,

V
 6

12

3

 1
8

V
,  1

8
V

Rela\ia dat[ @n ipotez[ devine: . 
V  V

,

V ,  V , ,  189
19

De aici g[sim:   ]i din rela\ia , ob\inemV
, ,  1

27
V

V
, ,

V
 SO

, ,

SO

3

 cm (vezi Figura 50).SO
, ,  4

b) Dac[ M ]i  sunt mijloacele laturilor  ]i , M
,

AB A
,

B
,

avem cm,  cm, iar .OM  4 3 OO
,  6 O

,

M
,  1

2
OM  2 3

Din , ob\inem: cm.MM
, 2  OO

, 2  (OMO
,

M
, )2

MM
,  4 3
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PROBLEME
1 Copia\i ]i completa\i tabelul al[turat (L, l, a , m, h, A , A , V reprezint[  latura bazei mari, latura bazei mici,t l t

apotema, muchia lateral[, @n[l\imea, aria lateral[, aria total[ ]i volumul unui trunchi de piramid[ triunghiular[

regulat[).

75 13 3756

14 324

13124

126

546

VA tA lhmatlL

4  #n trunchiul de piramid[ triunghiular[ regulat[ 

 latura bazei mari  cm, laturaABCA
,

B
,

C
,

AB  24

bazei mici  cm, iar diagonalele unei fe\eA
,

B
,  12

laterale sunt perpendiculare. Calcula\i: 

a) aria lateral[ ]i aria total[ a trunchiului;

b) volumul trunchiului;

c) tangenta unghiului f[cut de planul unei fe\e

laterale cu planul bazei mici.

5  a) Se consider[ trunchiul de piramid[ triunghiular[

regulat[ . ABCA
,

B
,

C
,

S[ se arate c[, dac[ tg (AA
,

, (ABC))  1,

atunci .tg (((BCC
,

B
,
), (ABC)))  2

 b) Calcula\i volumul trunchiului de piramid[ cu

proprietatea de la punctul a, @n ipoteza c[ latura

bazei mari  cm ]i cm.AB  12 AA
,  2 6

2 Fie  un trunchi de piramid[ triun-ABCA
,

B
,

C
,

ghiular[ regulat[. Punctele O ]i sunt centreleO
,

de greutate ale bazelor ABC,  respectiv . A
,

B
,

C
,

}tiind c[   cm,  cm, AB  8 A
,

B
,  6

, calcula\i:AA
, 

2 39

3
a) aria total[ a trunchiului;

b) volumul piramidei din care provine trunchiul;

c) distan\ele de la punctele O ]i  la planul O
,

.(BCC
,
)

3 #n trunchiul de piramid[ triunghiular[ regulat[ 

 avem  cm,  cm ]i ABCA
,

B
,

C
,

AB  6 A
,

B
,  3

cm. Calcula\i: AC
,  37

a) @n[l\imea trunchiului de piramid[;

b) volumul piramidei din care provine trunchiul;

c) distan\a de la punctul A la planul .(BCC
,
)

6 Copia\i ]i completa\i tabelul de mai jos unde L, l, m, a , h, A , A , V  sunt respectiv, latura bazei mari, laturaT l t

bazei mici, muchia lateral[, apotema, @n[l\imea, aria lateral[, aria total[ ]i volumul unui trunchi de piramid[

patrulater[ regulat[.

5662

35 7 3452

6034

538

528

VA tA lhaTmlL
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9   O pies[ metalic[ @n form[ de trunchi de piramid[

patrulater[  regulat[  are  latura  bazei mari  de    

16 cm, latura bazei mici de 4 cm ]i muchia

lateral[ de 10 cm. 

a) Ar[ta\i c[ @n[l\imea piesei este egal[ cu 2 7 cm.

b) Ce cantitate de vopsea este necesar[ pentru vop-

sirea piesei, dac[ pentru  de suprafa\[ se1 cm2

folosesc  de vopsea?0, 5 g

c) C`t c`nt[re]te piesa dup[ vopsire, dac[ densi-

tatea metalului este  (se va folosi pentru1, 5 g/cm3

valoarea aproximativ[ ).7 2, 6

10 Un trunchi de piramid[ patrulater[ regulat[ are

latura bazei mari de 16 cm, latura  bazei mici de

8 cm ]i aria total[ a piramidei din care provine

trunchiul de 576 cm . Calcula\i:2

a) aria total[ a trunchiului;

b) volumul trunchiului de piramid[.

7 O bomboan[ de ciocolat[ are forma unui trunchi

de piramid[ triunghiular[ regulat[ ABCA
,

B
,

C
,

.

Se ]tie c[ 

   AB  4 cm, A
,

B
,  3 cm ]i AA

. 
39

3
cm.

a) Ar[ta\i c[ @n[l\imea trunchiului este egal[ cu

2 cm.

b) Calcula\i volumul bomboanei.

c) Afla\i masa bomboanei, ]tiind c[ densitatea

ciocolatei este  (se va folosi aproxi-1, 3g/cm3

marea ).3  1, 7

8 Trunchiul de piramid[ patrulater[ regulat[ 

 are baza mare ABCD, valoareaABCDA
,

B
,

C
,

D
,

tangentei unghiului  este egal[ cu , A
,

AC
3
2

 cm ]i  cm. Calcula\i:AB  12 A
,

C
,  8 2

a) volumul trunchiului de piramid[;

b) aria lateral[ a trunchiului.

c) Fie P un punct situat pe muchia .BB
,

Calcula\i lungimea segmentului BP, astfel @nc`t

aria triunghiului APC s[ fie minim[.

11 Copia\i ]i completa\i tabelul de mai jos (L, l, m, a , h, A , A , V sunt, respectiv latura bazei mari, latura bazeit l t

mici, muchia lateral[, apotema, @n[l\imea, aria lateral[, aria total[ ]i volumul unui trunchi de piramid[

hexagonal[ regulat[).

 

395 3103

346 3160 3 6

43054120

1512

246

VA tA lhatmlL

13  Fie un trunchi de piramid[ hexagonal[ regulat[ 

 @n care  cm, @n[l-ABCDEFA
,

B
,

C
,

D
,

E
,

F
,

AB  8

\imea  cm ]i m[sura unghiului f[cut de oOO
,  3

fa\[ lateral[ cu planul bazei mari de . 60

Calcula\i: 

a) aria lateral[ a trunchiului;

b) volumul trunchiului;

c) distan\a de la punctul A la planul ;(DEE
,
)

d) sinusul unghiului f[cut de fe\ele  ]i (ABB
,
)

.(DEE
,
)

12 Un trunchi de piramid[ patrulater[ regulat[ 

 cu baza mare ABCD  are ABCDA
,

B
,

C
,

D
,

 cm ]i  cm. O fa\[ lateral[ aAB  8 A
,

B
,  4

trunchiului face cu planul bazei mari un unghi

cu m[sura de 45 . Calcula\i: 

a) aria lateral[ a trunchiului;

b) m[sura unghiului dintre dou[ fe\e laterale

opuse ale trunchiului;

c) distan\a de la punctul A la fa\a ;(BCC
,
)

d) tangenta unghiului dintre dou[ fe\e laterale

al[turate.
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TEME DE SINTEZ{
Recomandate pentru lucru @n echipe

1 O bomboan[ de ciocolat[ are forma unui trunchi  de piramid[  patrulater[ regulat[.  Laturile  bazelor sunt de

6 cm, respectiv 3 cm, iar @n[l\imea trunchiului este 1, 5 cm.

a) Calcula\i volumul bomboanei.

b) Bomboana se @nvele]te @ntr-o folie (toate fe\ele inclusiv bazele). Stabili\i dac[ o folie cu aria 86 cm2

este suficient[ pentru @nvelirea bomboanei.

c) Afla\i unghiul dintre o fa\[ lateral[ a bomboanei ]i planul bazei mari.

2 O pr[jitur[ are forma unui trunchi de piramid[ triunghiular[ regulat[ cu muchiile bazelor de 18 cm, respectiv

6 cm ]i muchia lateral[ 8 cm. 

a) Calcula\i aria lateral[ ]i volumul pr[jiturii.

b) Calcula\i m[sura unghiului dintre muchia lateral[ ]i planul bazei mari.

    TEST de autoevaluare   

  Recomandat pentru portofoliu personal

10p din oficiu

SUBIECTUL I - Pe foaia de rezolvare scrie\i numai rezultatele. (30 de puncte)

5p 1 Un trunchi de piramid[ triunghiular[ regulat[ are razele cercurilor circumscrise bazelor 4 3 ]i 2 3 cm,

iar @n[l\imea trunchiului este de 10 cm. Volumul trunchiului este . . .  cm3.

5p 2 Un trunchi de piramid[ patrulater[ regulat[ are diagonalele bazelor de 12 cm, respectiv 4 cm ]i muchia

lateral[  Volumul trunchiului este  . . . .  4 5 cm. cm3.

5p       3 Un trunchi de piramid[ hexagonal[ regulat[ are laturile bazelor 8 cm ]i 6 cm, iar fe\ele laterale fac cu

planul bazei mari unghiuri de  Aria lateral[ a trunchiului este . . .  60. cm2.

5p       4 Un trunchi de piramid[ triunghiular[ regulat[ are apotemele bazelor de 4 dm, respectiv 2 dm ]i apotema

de 6 dm. Aria total[ este . . . dm2.

5p       5 Un trunchi de piramid[ patrulater[ regulat[ are aria lateral[  aria bazei mici  ]i apotema352 cm2, 100 cm2

8 cm. Aria bazei mari este . . . cm2.

5p       6 Un trunchi de piramid[ triunghiular[  regulat[  are latura  bazei mari egal[  cu 24 cm, latura  bazei mici

6 cm, iar @n[l\imea 12 cm. Lungimea @n[l\imii piramidei din care provine trunchiul este  . . .  cm.

SUBIECTUL al II-lea - Preciza\i litera corespunz[toare r[spunsului corect. (30 de puncte)

5p 1 #ntr-o piramid[ triunghiular[ regulat[ cu volumul se face o sec\iune paralel[ cu baza la  din27 dm3,
1
3

@n[l\ime fa\[ de v`rf. Volumul trunchiului de piramid[ ob\inut este egal cu:

A. B. C. D. 18 dm3 9 dm3 3 dm3 26 dm3
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5p 2 O piramid[ hexagonal[ regulat[ cu aria lateral[  se sec\ioneaz[ cu un plan paralel cu baza care64 cm2

trece prin mijlocul @n[l\imii. Aria lateral[ a trunchiului de piramid[ ob\inut dup[ @nl[turarea piramidei

mici este egal[ cu:

A. B. C. D. 32 cm2 16 cm2 48 cm2 60 cm2

5p 3 Un trunchi de piramid[ patrulater[ regulat[ are latura bazei mari egal[ cu  24 cm, latura bazei mici egal[

cu 8 cm ]i @n[l\imea egal[ cu 6 cm. Aria lateral[ a trunchiului este egal[ cu :

A. B. C. D. 80 cm2 160 cm2 320 cm2 640 cm2

5p 4 Un vas @n form[ de trunchi de piramid[ patrulater[ regulat[ are latura bazei mari 30 cm, latura bazei

mici 20 cm ]i @n[l\imea 80 cm. Capacitatea vasului @n litri este:

A. B. C. D. 19 l 57 l 20 l 1300 l

5p 5 ABCD  este un trunchi de piramid[ patrulater[ regulat[ cu  ]i A
,

B
,

C
,

D
,

AB  12 2 cm, A
,

B
,  6 2 cm

 Volumul trunchiului de piramid[ este:AC
,

 A
,

C.

A. B. C. D. 3024 cm3 6048 cm3 6048 2 cm3 3024 2 cm3

5p 6 O piramid[ triunghiular[ regulat[ este sec\ionat[ cu un plan paralel cu baza, ob\in`nd astfel o piramid[

mai mic[ cu volumul  ]i un trunchi de piramid[ cu volumul  Calcula\i raportul10 3 cm3 70 3 cm3.

dintre aria lateral[ a piramidei mici ]i aria lateral[ a trunchiului:

A. B. C. D.  
1
2

1
4

1
3

1
8

SUBIECTUL al III-lea - Pe foaia de rezolvare scrie\i rezolv[rile complete. (30 de puncte)

1 Un trunchi de piramid[ patrulater[ regulat[ are volumul de  latura bazei mari de 10 cm ]i124 cm3,

@n[l\imea de 3 cm.  

5p a) Afla\i lungimea laturii bazei mici.

5p b) Calcula\i aria lateral[ a trunchiului

5p c) Calcula\i distan\a de la centrul bazei mari la planul unei fe\e laterale.

2 Un trunchi de piramid[ hexagonal[ regulat[ are razele cercurilor circumscrise bazelor de 12 cm ]i 6 cm,

iar muchia lateral[ de 10 cm.

5p a) Calcula\i aria lateral[ a trunchiului.

5p b) Calcula\i volumul trunchiului.

5p c) Determina\i distan\a de la centrul bazei mari la o muchie lateral[.

*

* *
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Lec\ia 6.  Aria ]i volumul cilindrului circular drept

 Descrierea cilindrului circular drept  

      Elementele cilindrului circular drept 

#n Figura 51, am reprezentat o suprafa\[ dreptunghiular[ . Dac[ aceast[ suprafa\[ se rote]te @n jurulOO
,

A
,

A

dreptei , se ob\ine un cilindru circular drept.OO
,

Spunem c[ cilindrul circular drept este un corp de rota\ie. Vom pune @n eviden\[

elementele sale.

   Prin rotirea @n jurul punctului O, @n plan perpendicular pe , segmentul OO
,

OA

descrie discul de centru O ]i raz[ OA. La fel, prin rotirea @n jurul punctului , @nO
,

plan perpendicular pe , segmentul  descrie discul de centru ]i raz[ OO
,

O
,

A
,

O
,

Cele dou[ discuri constituie bazele cilindrului circular drept.O
,

A
,

.

Bazele sunt dou[ discuri de raze egale situate @n plane paralele. Denumirea de

cilindru circular drept este motivat[ de faptul c[ bazele cilindrului sunt discuri (deci

suprafe\e m[rginite de cercuri), iar dreapta care une]te centrele lor este perpendicular[ pe planele bazelor.

  Dreapta  determinat[ de centrele bazelor se nume]te axa cilindrului (axa de rota\ie).OO
,

   Segmentul  ]i oricare dintre pozi\iile ocupate de acest segment @n cursul rota\iei poart[ numele deAA
,

generatoare. Deci o generatoare a cilindrului circular drept este un segment , unde M ]i  apar\in respectivMM
,

M
,

cercurilor celor dou[ baze, iar dreapta  este perpendicular[ pe planele bazelor.MM
,

  Distan\a dintre cele dou[ baze ale cilindrului se nume]te @n[l\ime. Vom nota raza bazei cilindrului cu R,

@n[l\imea cu h ]i lungimea generatoarei cu G. Deci .G  h

 Desf[]urarea cilindrului circular drept                        

Aria lateral[ ]i aria total[ a cilindrului circular drept 

O generatoare a cilindrului circular drept, rotindu-se @n jurul axei, genereaz[ suprafa\a

lateral[ a cilindrului. #n Figura 52 este reprezentat[ o cutie de carton cilindric[ a c[rei

suprafa\[ este colorat[ @n ro]u, iar bazele sunt ha]urate.

Decup`nd cercurile bazelor ]i t[ind suprafa\a lateral[ de-a lungul unei generatoare,

suprafa\a cutiei poate fi desf[]urat[ pe un plan (vezi Figura 53).

Desf[]urarea suprafe\ei laterale este un dreptunghi, av`nd o dimensiune egal[ cu

lungimea cercului bazei, iar cealalt[ dimensiune egal[ cu generatoarea cilindrului.

 Ob\inem formula ariei laterale:  

Aria total[ se calculeaz[ din rela\ia: 

Cum aria bazei este A , ob\inem: b  R2
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  Volumul cilindrului circular drept 

Volumul cilindrului circular drept se calculeaz[ dup[ aceea]i formul[ ca ]i volu-

mul prismei drepte: 

Cum @n cazul cilindrului circular drept, A , ob\inem:b  R2

 

 Sec\iuni @n cilindrul circular drept: sec\iuni paralele cu baza ]i  sec\iuni axiale 

1. Intersec\ia nevid[ a unui cilindru circular drept cu un plan paralel cu

baza este un disc congruent cu baza. Dac[ planul , paralel cu planul bazei,
intersecteaz[ segmentele  ]i  @n punctele  ]i  atunci sec\iuneaOO

,

AA
,

O
, ,

A
, ,

determinat[ de acest plan @n cilindru este discul de centru  ]i raz[ O
, ,

 (vezi Figura 54).O
, ,

A
, ,  OA  R

2. Intersec\ia unui cilindru circular drept cu un plan care con\ine axa se nume]te sec\iune

axial[ @n cilindru. Planul  ce con\ine axa , taie cercul unei baze @n punctele diametral OO
,

opuse P ]i Q, iar cercul celeilalte baze @n punctele diametral opuse  ]i . Sec\iunea deter-P
,

Q
,

minat[ de planul  @n cilindru este suprafa\a dreptunghiular[  (vezi Figura 55). PQQ
,

P
,

O sec\iune axial[ @ntr-un cilindru circular drept este o suprafa\[ dreptunghiular[, av`nd ca

dimensiuni lungimea diametrului ]i lungimea generatoarei cilindrului dat.

Problem[ rezolvat[
Pentru a afla volumul unei piese de form[ neregulat[, o scufund[m @ntr-un vas cilindric cu ap[. 

}tiind c[ diametrul vasului este de 30 cm ]i c[ prin introducerea piesei, nivelul apei s-a ridicat

cu 5 cm, calcula\i volumul piesei. 

Solu\ie Volumul piesei este egal cu volumul unui cilindru cu raza de 15 cm ]i @n[l\imea de 5 cm . 

Deci V  cm .   152  5  1125  3534, 3 3

PROBLEME
1 Copia\i ]i completa\i tabelul urm[tor @n care R, G, A , A  ]i V reprezint[ raza, generatoarea, aria lateral[, arial t

total[ ]i volumul unui cilindru circular drept.

196124

40 2

2004

1005

74

VA tA lGR
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2 Un cilindru circular drept are generatoarea de 4 cm ]i aria bazei de  cm . Calcula\i aria total[ ]i volumul36 2

cilindrului. 

3 O cutie de suc are forma unui cilindru circular drept cu raza bazei de 4 cm ]i @n[l\imea de 15 cm.

a) Ar[ta\i c[ @n cutie @ncap 750 ml de suc.

b) Calcula\i aria total[ a cutiei.

c) O cutie de carton, @n form[ de paralelipiped dreptunghic, are cele mai mici dimensiuni posibile pentru a

ambala 24 de cutii de suc grupate @n patru r`nduri de c`te 6 cutii. Determina\i aria total[ ]i volumul cutiei de

carton.

4 Suprafa\a lateral[ a unui cilindru circular drept se desf[]oar[ dup[ un dreptunghi care are lungimea de  ]i12
l[\imea de 8 cm, egal[ cu generatoarea cilindrului. Calcula\i aria lateral[, aria total[, volumul ]i aria sec\iunii

axiale a cilindrului.

5 Un cilindru circular drept are sec\iunea axial[ un p[trat cu aria egal[ cu  cm . Calcula\i volumul cilin-16 2

drului.

6 Un butoi @n form[ de cilindru circular drept, cu o baz[ situat[ @ntr-un plan

orizontal  ]i av`nd raza de 30 cm ]i generatoarea de 1 m, se umple cu ap[. Se
apleac[ butoiul astfel ca apa s[ curg[ p`n[ c`nd nivelul apei r[mase atinge

mijlocul generatoarei  dup[ care butoiul revine la pozi\ia vertical[.BB
,

,

a) Calcula\i volumul butoiului.

b) C`\i litri de ap[ r[m`n @n butoi dup[ @nclinarea acestuia? 

(Rotunji\i rezultatul la un num[r @ntreg).

7 Calcula\i masa unei \evi cilindrice cu diametrul interior de 12 mm, diametrul exterior de 16 mm ]i lungimea

de 200 cm, ]tiind c[ densitatea materialului din care este confec\ionat[ \eava este 7,8 g/cm .3

8 Dou[ cutii cilindrice cu vopsea sunt ambalate @n plastic, a]a

cum observa\i @n Figura 57. Dimensiunile fiec[rei cutii sunt: 

@n[l\imea 20 cm, diametrul 10 cm. 

Calcula\i aria foliei din plastic folosit[ la @mpachetare.

9 Dintr-o bar[ metalic[ @n form[ de prism[ dreapt[ cu baza p[trat cu latura bazei de 1 dm ]i @n[l\imea egal[ cu

1,5 m se strunje]te un ax cilindric cu pierdere minim[ de material. Calcula\i volumul axului ob\inut ]i

volumul pierderilor de material.

  10 #n Figura 58 este reprezentat[ o \eav[ din material plastic @n form[ cilindric[ ]i la exterior ]i la interior.

Diametrul interior este de 3 cm, grosimea pere\ilor \evii este , iar @n[l\imea este de 1 m.0, 5 cm

a) Ar[ta\i c[ diametrul exterior al \evii este de 4 cm.

b) Calcula\i volumul \evii.

c) Calcula\i masa \evii, ]tiind c[ densitatea materialului din care este

f[cut[ este  (se va considera pentru  aproximarea ).0, 4 g/cm3  3, 14
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Lec\ia 7.  Aria ]i volumul conului circular drept

 Descrierea conului circular drept 

 Elementele conului circular drept 

 
#n via\a cotidian[, @n natur[, @n tehnic[, @nt`lnim obiecte care au form[ de con, cum sunt: diverse vase, recipiente

(@n form[ de conuri cu v`rful @n jos), p`lnii, acoperi]urile unor turnuri, v`rfuri ale unor unelte, v`rfurile creioanelor

ascu\ite cu ascu\itoarea; formele de relief numite conuri vulcanice au aproximativ form[ de con.  

Conul circular drept este un corp de rota\ie.

#n Figura 59, am reprezentat o suprafa\[ trunghiular[ VAO cu unghiul O de 90 . Dac[  

aceast[ suprafa\[ se rote]te @n jurul dreptei VO, se ob\ine un con circular drept. 

 Punctul V reprezint[ v`rful  conului.

 Prin rotirea @n jurul punctului O, @n plan perpendicular pe VO, segmentul OA

descrie discul de centru O ]i raz[ OA. Acest disc constituie baza conului circular

drept. Denumirea de con circular drept este motivat[ de faptul c[ baza este un disc

(deci o suprafa\[ m[rginit[ de un cerc), iar dreapta care une]te v`rful cu centrul bazei

este perpendicular[ pe planul bazei.

 Dreapta VO reprezint[ axa conului (axa de rota\ie).

 Segmentul  ]i oricare dintre pozi\iile ocupate de acest segment @n cursul rota\iei poart[ numele deVA

generatoare. Deci, o generatoare a conului circular drept este un segment , unde M apar\ine cercului bazei.VM

 Distan\a VO de la v`rful conului la planul bazei se nume]te @n[l\ime.

Vom nota raza bazei conului cu R, @n[l\imea cu h ]i lungimea generatoarei cu G.

Are loc rela\ia: 

 Desf[]urarea conului circular drept                         

 Aria lateral[ ]i aria total[ a conului circular drept 

Reuniunea tuturor segmentelor , unde V este v`rful conului, iar punctul M este mobil pe cercul bazei, for-VM

meaz[ suprafa\a lateral[ a conului.

Dintr-o bucat[ de carton, t[ia\i un sector circular, apoi prin @nf[]urare ]i lipire, confec\iona\i un coif reprezent`nd

suprafa\a lateral[ a unui con circular drept. 

Desf[]urarea pe un plan a suprafe\ei laterale a unui con circular drept este un

sector circular a c[rui raz[ este generatoarea conului, iar lungimea arcului cores-

punz[tor sectorului este egal[ cu lungimea cercului bazei (vezi Figura 60).

Aria lateral[ a conului (notat[ A ) este egal[ cu aria sectorului. Not[m cu ,l n

m[sura arcului ce corespunde sectorului. Pentru a determina valoarea lui n @n

func\ie de elementele conului, facem urm[torul ra\ionament: 

Cercul de centru V ]i raz[ G, av`nd lungimea , corespunde unui arc de 360 .2G 

Atunci arcul , av`nd lungimea , are m[sura .BB
,

2R n  2R  360

2G
 R  360

G

#nlocuind aceast[ valoare @n A , ob\ineml  G2  n
360

Evident, aria total[ a conului circular drept este dat[ de rela\ia 

]i cum aria bazei este aria discului de raz[ R, ob\inem: 
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Observa\ii

1. Dac[ arcul  al sectorului circular ce constituie desf[]urarea suprafe\ei laterale are m[suraBB
,

cel mult egal[ cu 180 , atunci m[sura unghiului sectorului coincide cu m[sura arcului cores-

punz[tor.

2. Formal, putem ob\ine formula ariei laterale a conului circular drept, pornind de la formula ariei

laterale a piramidei regulate, A  @n care @nlocuim perimetrul bazei cu lungimea cercului,l 
Pb  ap

2
iar apotema piramidei cu generatoarea. 

 Volumul conului circular drept  

Volumul conului circular drept se calculeaz[ dup[ aceea]i formul[ ca ]i volumul piramidei:

Cum @n cazul conului circular drept, A , ob\inem:b  R2

 Sec\iuni @n conul circular drept: sec\iuni paralele cu baza ]i sec\iuni axiale 

1. Intersec\ia nevid[ a unui con circular drept cu un plan paralel cu baza (]i care nu trece prin v`rf) este un disc.

Consider[m un con circular drept de v`rf V, av`nd ca baz[ discul de centru O ]i

raz[ . Un plan , paralel cu planul bazei taie segmentul  @n ]i segmentulOA  R  (VO) O
,

 @n . Sec\iunea determinat[ de planul  @n conul dat este discul de centru  ]i(VA) A
,

 O
,

raz[  (vezi Figura 61). Dac[ not[m , din asem[narea triunghiurilor r  O
,

A
,

VO
,  h

,

 ]i VOA ob\inem rela\ia: . De aici, deducem c[ raportul dintre volumulVO
,

A
, r

R
 h

,

h

V  al conului mic ]i volumul V al conului mare este: .
, V

,

V


1
3

r2h
,

1
3

R2h
 r

R

3

Tem[ pentru lucru @n echipe Demonstra\i c[ raportul dintre ariile laterale (totale) ale celor dou[ conuri este

egal cu        
r
R

2

.

2. Intersec\ia unui con circular drept cu un plan care con\ine axa conului se nume]te sec\iune axial[ @n con.

Planul  ce con\ine axa VO taie cercul bazei @n dou[ puncte diametral opuse P ]i Q.
Sec\iunea determinat[ de planul   @n con este suprafa\a triunghiular[ VPQ (vezi Figura 62).

O sec\iune axial[ @ntr-un con circular drept este o suprafa\[ triunghiular[ determinat[ de  

un triunghi isoscel, av`nd baza diametrul discului ]i laturile congruente generatoare ale

conului. 

Problem[ rezolvat[
Desf[]urarea pe un plan a suprafe\ei laterale a unui con circular drept este un sector circular cu raza 

de 12 m ]i m[sura unghiului de 120 . Calcula\i aria total[, volumul ]i aria sec\iunii axiale a conului

circular drept.

Solu\ie Aria lateral[ a conului este egal[ cu aria sectorului circular adic[ cu  m . Raza secto-
  122  120

360
48 2

rului de 12 m este generatoarea conului. Din , g[sim  m, A A A  m .48   12  R R  4 t  l  b  48    16  64 2

#n[l\imea este  m; deci V  m . h  G2  R2  144  16  8 2  R2h
3


128 2 

3
3

Aria sec\iunii axiale este A  m . 2Rh
2

 Rh  32 2 2
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PROBLEME
3  O foaie de tabl[ are forma unui sector circular cu

raza 48 cm ]i arcul corespunz[tor  240.

  Prin @nf[]urare, ob\inem un vas conic.

a) Ar[ta\i c[ @n[l\imea conului este 16 5 cm.

b) Calcula\i volumul conului.

c) Calcula\i aria lateral[ a conului.

4  Generatoarea unui con are 8 cm ]i face cu planul

bazei conului un unghi de 30 . Calcula\i aria total[

]i volumul conului.

1 Desena\i corpuri din realitatea @nconjur[toare

care au form[ de con.

2 Decupa\i din carton  un sector circular de raz[

20 cm care corespunde unui arc cu m[sura de

270 . Calcula\i raza pe care trebuie s[ o aib[ un

disc, astfel @nc`t s[ reprezinte baza unui con a

c[rui suprafa\[ lateral[ desf[]urat[ reprezint[

sectorul considerat.  Construi\i apoi conul ]i

calcula\i volumul s[u.

5 Copia\i ]i completa\i tabelul urm[tor, @n care R, G, h, A , A  ]i V reprezint[ raza, generatoarea, @n[l\imea, arial t

lateral[, aria total[ ]i volumul unui con circular drept. 

2 36

12( 3  1)12 3 

3249

6010

86

1312

VA tA lhGR

10  Desf[]urarea suprafe\ei laterale a unui con circu-

lar drept este un sector de cerc cu raza de 14 cm

]i unghi de 120 . Afla\i aria lateral[ ]i volumul

conului.

11   Un con circular drept are generatoarea de dou[ ori

mai mare dec`t raza. Calcula\i m[sura unghiului

sectorului ob\inut prin desf[]urarea suprafe\ei

laterale a conului.

12  Un con circular drept are raza de 3 cm ]i @n[l-

\imea de 4 cm. La ce distan\[ de v`rf trebuie

f[cut[ o sec\iune paralel[ cu baza, astfel @nc`t

aria sec\iunii s[ fie un sfert din aria bazei?

13  Se consider[ un con circular drept cu @n[l\imea de

12 cm ]i raza cm. Prin punctul M care apar-2 3
\ine @n[l\imii conului ]i este egal dep[rtat de

v`rful conului ]i de orice punct al cercului bazei,

se duce un plan paralel cu planul bazei. 

Afla\i volumul conului mic.

6 Sec\iunea axial[ a unui con circular drept este

un triunghi dreptunghic cu aria egal[ cu 32 cm .2

Calcula\i aria lateral[, aria total[ ]i volumul

conului.

7 #ntr-un con circular drept, perimetrul sec\iunii

axiale este de 32 cm, iar cosinusul unghiului

dintre o generatoare ]i planul bazei este de 0,6. 

Calcula\i volumul conului.

8 #ntr-un con circular drept de v`rf V, genera-

toarele VA, VB, VC sunt perpendiculare dou[

c`te dou[, iar  cm.AB  18

a) Calcula\i aria lateral[ ]i volumul conului.

b) Fie punctul M mijlocul segmentului BC.

Calcula\i m[sura unghiului dintre planele 

 ]i .(AVM) (AVB)

 9 Desf[]urarea suprafe\ei laterale a unui con circu-

lar drept este un semicerc cu raza 4 cm.

Calcula\i volumul conului.
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Lec\ia 8. Aria ]i volumul trunchiului de con circular drept

 Descrierea trunchiului de con circular drept  

      Elementele trunchiului de con circular drept 

Dac[ sec\ion[m un con circular drept cu un plan paralel cu baza sa ]i @ndep[rt[m conul mic care se ob\ine,

corpul r[mas este un trunchi de con circular drept.

Trunchiul de con circular drept este un corp de rota\ie. Consider[m o supra-

fa\[ patrulater[ m[rginit[ de trapezul dreptunghic . Rotind suprafa\a @nAOO
,

B

jurul dreptei suport a @n[l\imii , se ob\ine un trunchi de con. OO
,

(Vezi Figura 63.)

 Dreapta  reprezint[ axa trunchiului de con (axa de rota\ie).OO
,

 Bazele trunchiului de con sunt discurile de centre O ]i  ]i raze OA,O
,

respectiv . Aceste discuri sunt situate @n plane perpendiculare pe ax[, deci planele bazelor sunt paralele. Not[m O
,

B

 ]i .OA  R O
,

B  r

 Segmentul  ]i oricare dintre pozi\iile ocupate de acest segment @n cursul rota\iei poart[ numele deAB

generatoare. Not[m lungimea generatoarei cu G.

 Distan\a dintre planele bazelor se nume]te @n[l\ime. Not[m @n[l\imea trunchiului de con cu h.

  Fie C proiec\ia punctului B pe AO. 

Aplic`nd teorema lui Pitagora @n triunghiul ABC, ob\inem rela\ia: 

 Desf[]urarea trunchiului de con circular drept                            

         Aria lateral[ ]i aria total[ a trunchiului de con circular drept    

Desf[]ur[m pe un plan suprafa\a lateral[ a unui trunchi de con ]i suprafa\a lateral[ a conului din care provine

trunchiul (vezi Figura 64). Din asem[narea triunghiurilor  ]i VOB, avemVO
,

B
,

, de unde, din , g[sim  ]i . 
VB

,

VB
 r

R
VB  VB

,  G VB  R G
R  r

VB
,  r G

R  r
Aria lateral[ a trunchiului de con este diferen\a dintre aria lateral[ a conului

mare ]i aria lateral[ a conului mic, deci A . #nlocuindl    VB  R    VB
,

 r

valorile lui VB ]i , ob\inem formula:VB
,

Aria total[ a trunchiului de con circular drept este suma dintre aria lateral[ ]i 

ariile celor dou[ baze: , adic[ A .t  G(R  r)  R2  r2

Observa\ie

Formal, putem ob\ine formula ariei laterale a trunchiului de con circular drept, pornind de la

formula ariei laterale a trunchiului de piramid[ regulat[ A , @n care @nlocuiml 
(PB  Pb )  at

2
perimetrele bazelor cu lungimile cercurilor, iar apotema trunchiului de piramid[, cu generatoarea

trunchiului de con.
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 Volumul trunchiului de con circular drept  

Volumul trunchiului de con circular drept se calculeaz[ dup[ aceea]i formul[ ca ]i a trunchiului de piramid[: 

#nlocuind A  ]i A , ob\inem:B  R2
b  r2

 Sec\iuni @n trunchiul de con circular drept: sec\iuni paralele cu baza ]i sec\iuni axiale 

1. Intersec\ia nevid[ a unui trunchi de con circular drept cu un plan paralel cu baza

este un disc (vezi Figura 65).

2. Intersec\ia unui trunchi de con circular drept cu un plan care con\ine axa se nume]te sec\iune

axial[ @n trunchiul de con. Aceast[ sec\iune este o suprafa\[ patrulater[ m[rginit[ de un trapez

isoscel (vezi Figura 66).

  Problem[ rezolvat[
Fie  o sec\iune axial[ a unui trunchi de con circular drept. #n cercul de diametru , ducem ABB

,

A
,

AB

coarda , astfel @nc`t  (vezi Figura 67).CD ABCD

Dac[  cm,   cm, iar m[sura unghiului format de planele  ]i  este deAB  20 A
,

B
,  CD  12 (CDB

,

A
,
) (ABB

,

A
,
)

30 , calcula\i: 

      a) aria lateral[, aria total[ ]i volumul trunchiului de con;

      b) distan\a de la centrul bazei mari la planul .(A
,

B
,

CD)

Solu\ie  a) Fie M, mijlocul lui , deci , rezult[ . CD OMCD O
,

MCD

#n triunghiul dreptunghic OMD,   cm, apoi din triunghiul  OM  8 MOO
,

( ),  cm ]i . Cunoa]tem  cm,  cm.MO
,

O  30 O
,

M  16 h  OO
,  8 3 R  10 r  6

Din formula , determin[m .G2  h2  (R r)2
G  4 13

Avem A  cm , A  cm ,V  cm .l  64 13  2
t  8 (8 13  17) 2 

1568 3 
3

3

   b) Distan\a cerut[ este @n[l\imea din O a triunghiului dreptunghic , deoarece OO
,

M (OMO
,
)  (CDB

,

A
,
),

deci egal[ cu cm.
OO

,

OM
O , M

 4 3

   Geometrie                                                                                                                                               

- 182 -

V  h
3

AB Ab  AB  Ab

 V h
3

(R2  r2  Rr)

Figura 65

Figura 66

A

B

C

D

A'

B'

O

O'

M

Figura 67



PROBLEME
5  Un trunchi de con circular drept are raza bazei mari

egal[ cu 20 cm, raza bazei mici egal[ cu 10 cm ]i

generatoarea egal[ cu 20 cm.

a) Afla\i m[sura unghiului dintre generatoare ]i

planul bazei mici.

b) Calcula\i aria lateral[ a conului din care

provine trunchiul.

c) Calcula\i m[sura unghiului sectorului de cerc

care reprezint[ desf[]urarea suprafe\ei laterale a

conului din care provine trunchiul.

6  #ntr-un trunchi de con circular drept lungimea razei

bazei mari, lungimea razei bazei mici ]i lungimea

@n[l\imii sunt direct propor\ionale cu numerele 3, 2

]i respectiv iar generatoarea este de 8 cm.3 ,

   a) Calcula\i aria total[ ]i volumul trunchiului de con.

  b) Fie punctul S situat pe @n[l\imea a trunchiuluiOO
,

de con, astfel @nc`t volumul conului de v`rf S ]i

baz[ cercul de centru  s[ fie egal cu volumulO
,

conului de v`rf S ]i baz[ cercul de centru O.

Calcula\i lungimea segmentului .SO

7 Sec\iunea axial[ ABCD a unui trunchi de con

circular drept este un trapez isoscel cu diagonalele

perpendiculare ]i cu baza mare  cm.AB  12

#n[l\imea conului din care provine trunchiul este

egal[ cu 12 cm.

a) Calcula\i aria lateral[ a trunchiului.

b) Calcula\i volumul trunchiului.

c) Ar[ta\i c[ m[sura unghiului sectorului de

cerc, care reprezint[ desf[]urarea suprafe\ei late-

rale a conului din care provine trunchiul este mai

mic[ dec`t .161

d) Ar[ta\i c[ lungimea celui mai scurt drum

dintre punctele A ]i B parcurs pe suprafa\a lateral[

a trunchiului este mai mic[ dec`t 19 cm.

8 Un trunchi de con circular drept are sec\iunea

axial[ un trapez isoscel cu diagonalele perpen-

diculare. Lungimea bazei mari a trapezului este de

12 cm, iar lungimea bazei mici este de 4 cm.

Calcula\i:

a) aria lateral[ a trunchiului de con;

b) volumul conului din care provine trunchiul;

c) distan\a de la centrul bazei mici la o generatoare

a trunchiului de con.

1 Copia\i ]i  completa\i tabelul al[turat @n care R, r,

h, G, A , A  ]i V reprezint[ raza bazei mari, razal t

bazei mici, @n[l\imea, generatoarea, aria lateral[,

aria total[ ]i volumul unui trunchi de con

circular drept.

4935

 37355

1601012

658

10410

VA tA lGhrR

2  #n Figura 68 este reprezentat[ o g[leat[ de

forma unui trunchi de con cu raza bazei mici 

, raza bazei mari  ]iOA  8 cm O
,

A
,  10 cm

@n[l\imea 42 cm. Toarta este un semicerc cu

diametrul A
,

B
,

.

a) Afla\i lungimea pe care o are toarta.

b) Determina\i c`\i litri de ap[ @ncap @n g[leat[,

consider`nd aproximarea lui  cu 3.

c) Calcula\i aria suprafe\ei laterale a g[le\ii.

3  Un trunchi de con circular drept are raza mic[

de 4 cm, @n[l\imea de cm, iar generatoarea6 3
formeaz[ cu planul bazei un unghi de .60

Calcula\i: a) aria lateral[ a trunchiului;

b) volumul trunchiului;

c) Distan\a de la centrul bazei mari la o gene-

ratoare.

4 Un bu]tean @n form[ de trunchi de con circular

drept are diametrul bazei mari de 30 cm, dia-

metrul bazei mici de 24 cm ]i lungimea de 4 m.

Calcula\i volumul bu]teanului cu o eroare mai

mic[ de o zecime.

A B

A
,

B
,

O

O
,

Figura 68
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Lec\ia 9. Aria ]i volumul sferei

 Sfera ]i corpul sferic 

Numeroase obiecte din realitatea @nconjur[toare au form[ sferic[. Un balon de s[pun este un exemplu de sfer[. O

bil[ de la rulmen\i este un exemplu de corp sferic. P[m`ntul (ca ]i celelalte planete) are aproximativ form[ de corp

sferic.

Defini\ia sferei este asem[n[toare cu a cercului, @n timp ce defini\ia corpului sferic este asem[n[toare defini\iei

discului.

  

  Fiind dat un punct O ]i un num[r real , se nume]te sfer[ de centru O ]i raz[ R mul\imeaR  0

punctelor M din spa\iu cu proprietatea .OM  R

 Punctele M cu proprietatea  formeaz[ interiorul sferei, iar punctele M cu proprietatea OM  R

 formeaz[ exteriorul sferei.OM  R

Reuniunea dintre sfer[ ]i interiorul sferei se nume]te corp sferic sau bil[.

          Defini\ie

Deci corpul sferic de centru O ]i raz[ R este mul\imea punctelor M din spa\iu cu proprietatea .OM  R

Sfera ]i corpul sferic sunt corpuri de rota\ie. Sfera se poate ob\ine rotind un cerc @n jurul unui diametru al s[u. De

exemplu, prin rotirea unui cerc meridian @n jurul axei P[m`ntului, acesta descrie suprafa\a P[m`ntului, care are

aproximativ form[ sferic[ (vezi Figura 69). Dac[ un disc se rote]te @n jurul unui diametru al s[u, se ob\ine un corp

sferic (vezi Figura 70).  

Dac[  o dreapt[ care trece prin centrul sferei o intersecteaz[ @n punctele A ]i B, atunci  este un diametru alAB

sferei, iar punctele A ]i B sunt puncte diametral opuse.

 Aria sferei ]i volumul corpului sferic  

Aria sferei este egal[ cu suma ariilor a patru discuri mari ale sferei:

Volumul corpului sferic de raz[ R este dat de formula: 

Observa\ie

Corpul sferic este un corp plin, @n timp ce sfera reprezint[ suprafa\a corpului sferic. De aceea,

vorbim de aria sferei ]i volumul corpului sferic; dar, pentru simplitatea exprim[rii, uneori @n loc de

volumul corpului sferic vom spune volumul sferei.
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  Problem[ rezolvat[
Pe o  sfer[  cu  aria de   cm  se  consider[ punctele A, B, C, astfel @nc`t  cm,  cm 676 2 AB 6 AC  8

]i  cm. Calcula\i:BC  10

    a) volumul corpului sferic;

    b) distan\a de la centrul sferei la planul .(ABC)

Solu\ie  a) Din , ob\inem  cm, deci V  cm .4R2  676 R  13  4
3
  133  8788

3
 3

   b) Avem  (vezi Figura 71), deci triunghiul ABC esteBC2  AB2  AC2

dreptunghic @n A. Intersec\ia planului  cu sfera este cercul circumscris triun-(ABC)

ghiului ABC. Raza acestui cerc este  cm, iar centrul este mijlocul M al ipote-
BC
2

 5

nuzei. 

Distan\a de la punctul O la planul   este  cm.(ABC) OM  OC2  MC2  12

PROBLEME
7  Opt bile uzate cu raza de 1 cm se topesc pentru a

turna o bil[ mai mare. Afla\i c`\i mililitri de vop-

sea sunt necesari pentru a vopsi bila ob\inut[ dup[

turnare, ]tiind c[ 1 l de vopsea acoper[  m .2 2

8  O bil[ sferic[ av`nd volumul  se taie
4000

3
cm3

dup[ dou[ plane paralele, de o parte ]i de alta a

centrului sferei, lungimile cercurilor de sec\iune,

fiind  respectiv 12 cm, 16 cm.

a) Afla\i raza sferei.

b) Calcula\i distan\ele

de la centrul sferei la

cele dou[ plane de

sec\iune.

c) Ce procent din vo-

lumul sferei repre-

zint[ suma volumelor celor dou[ conuri cu

v`rfurile @n centrul sferei ]i bazele cele dou[

cercuri de sec\iune?

9  Un creion neascu\it are forma unui cilindru circular

drept cu generatoarea de 20 cm ]i raza de 5 mm.

Se ascute creionul, v`rful ascu\it av`nd forma

unui con circular drept cu generatoarea de 13 mm.

a) Calcula\i volumul creionului neascu\it.

b) Calcula\i volumul creionului ascu\it.

c) C`t la sut[ din volumul creionului s-a @nde-

p[rtat prin ascu\ire?

A B

O

A
, B

,
O2

O1

Figura 73

1  Calcula\i aria ]i volumul unei sfere cu raza egal[

cu 3 cm.

2  Calcula\i aria unei sfere care are volumul egal

cu  cm .288 3

3  Calcula\i aria unei sfere care are aria ]i volumul

exprimate prin acela]i num[r.

4  O bil[ de fier cu raza de 8 cm se nicheleaz[ cu

un strat gros de 2 mm. C`\i cm  de nichel se3

consum[?

5 Aproximativ trei sferturi din suprafa\a globului

este acoperit[ cu ap[. C`te milioane de km  din2

suprafa\a globului formeaz[ uscatul, ]tiind c[

raza p[m`ntului este de aproximativ 6400 km?

6 Figura 72 reprezint[ un cornet de @nghe\at[

@mpreun[ cu o cup[ de @nghe\at[ semisferic[. 

Triunghiul ABC este echilateral cu perimetrul de

36 cm. a) Determina\i lungimea laturii AB.

b) Afla\i volumul cu-

pei de @nghe\at[.

c) Compara\i supra-  

fa\a cornetului cu su-

prafa\a cupei de @n-

ghe\at[. 

A B

C

O

Figura 72

   Geometrie                                                                                                                                               

- 185 -

O

A

B CM

Figura 71



TEME DE SINTEZ{
Recomandate pentru lucru @n echipe

1 O pies[ metalic[, ob\inut[ prin al[turarea unui con, a unui cilindru ]i a unei semisfere, este reprezentat[ @n

Figura 74. Se ]tie c[: VE  16 cm, VO  5 cm ]i BC  6 cm.

a) Determina\i @n[l\imea cilindrului ]i generatoarea 

conului.

b) Calcula\i aria piesei.

c) Afla\i volumul piesei.

2 #n Figura 75 este reprezentat un suport cilindric pentru mingi de tenis de c`mp.

Mingile au form[ sferic[, cu raza de 3 cm, iar @n interiorul suportului @ncap trei mingi,

care ocup[ la maximum suportul.

a) Determina\i @n[l\imea suportului.

b) Demonstra\i c[ aria total[ a suportului este 126 cm2.

c) Ce procent din volumul suportului este ocupat de cele trei mingi?

3 #n Figura 76 este reprezentat[ schematic o cutie @n form[ de paralelipiped dreptunghic cu capacul de forma

unei jum[t[\i de cilindru. Se ]tie c[: AB  80 cm, BC  40 cm

]i AE  60 cm.

a) Calcula\i volumul cutiei.

b) Stabili\i dac[ @n aceast[ cutie @ncape o baghet[ cu lungi-

mea de 1, 1 m.

c) Calcula\i aria total[ a cutiei.

  TEST de autoevaluare  

Recomandat pentru portofoliu personal

10p din oficiu

SUBIECTUL I - Pe foaia de rezolvare scrie\i numai rezultatele. (30 de puncte)

5p 1 Un cilindru circular drept cu raza de 4 cm ]i generatoarea de 6 cm are volumul . . .  cm3.

5p 2 Un con circular drept cu raza de 6 cm ]i @n[l\imea 45 mm are volumul . . .  cm3.

5p       3 Un trunchi de con cu razele de 10 cm, respectiv 8 cm ]i generatoarea 9 cm are aria lateral[ . . .  cm2.

5p       4 O sfer[ cu raza  are aria . . . 3 2 cm cm2.

5p       5 Un con circular drept are aria total[  ]i aria lateral[  Raza conului are . . . 48 cm2 32 cm2. cm.

5p       6 Raza unei sfere cu volumul de  are  . . .  36 cm3 cm.
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SUBIECTUL al II-lea - Preciza\i litera corespunz[toare r[spunsului corect. (30 de puncte)

5p 1 Sec\iunea axial[ a unui cilindru circular drept este un p[trat cu aria . Aria lateral[ a cilindrului64 cm2

este:

A. B. C. D. 64 cm2 128 cm2 128 cm2 192 cm2

5p 2 Desf[]urarea suprafe\ei laterale a unui cilindru circular drept este un p[trat cu diagonala 6 2 cm.

Volumul cilindrului este:

A. B. 108 cm C.  D. 54 cm3 3 54
 cm3 18 cm3

5p 3 Sec\iunea axial[ a unui con circular drept este un triunghi echilateral cu aria   Volumul conu-9 3 cm2.

lui este:

A. B. C. D. 15 cm3 54 3 cm3 9 3 cm3 9 3 cm3

5p 4 Un con circular drept cu volumul  se sec\ioneaz[ cu un plan paralel cu baza care trece prin64 cm3

mijlocul @n[l\imii. Volumul trunchiului de con ob\inut este egal cu:

A. B. C. D. 56 cm3 32 cm3 64 cm3 32 cm3

5p 5 Sec\iunea axial[ a unui trunchi de con circular drept este un trapez isoscel cu diagonalele perpen-

diculare. }tiind c[ razele lui sunt de 16 cm ]i 4 cm, atunci volumul trunchiului de con este:

A. B. C. D. 64 cm3 192 cm3 260
3
 cm3 260 cm3

5p 6 Dintr-o tabl[ @n form[ de semidisc cu raza de 16 cm, un tinichigiu construie]te un vas @n form[ de con.

Pentru a confec\iona capacul vasului, el cump[r[ o bucat[ de tabl[ @n form[ de p[trat. Care este lungimea

minim[ a acesteia?

A. 8 cm B. 16 cm C. 32 cm D. 4 cm

SUBIECTUL al III-lea - Pe foaia de rezolvare scrie\i rezolv[rile complete. (30 de puncte)

1 Un con circular drept are raza de 40 cm. Desf[]urarea suprafe\ei laterale este un sector de disc cu

unghiul de  90.

5p a) Calcula\i raza bazei conului.

5p b) Calcula\i volumul conului.

5p c) Demonstra\i c[ aria lateral[ a conului este mai mare dec`t  ]i mai mic[ dec`t 1256 cm2 1260 cm2.

2 Un cilindru circular  drept cu  centrele bazelor O, respectiv ]i sec\iunea axial[  are raza deO
,

ACC
,

A
,

,

30 cm ]i generatoarea de 36 cm. Pe cercul bazei de centru O se ia punctul B, astfel @nc`t m[sura arcului

AB este 120.

5p a) Calcula\i distan\a de la O
,

la AB.

5p b) Calcula\i distan\a de la O la planul (O
,

AB).

5p c) O furnic[ merge de la A la drumul ei intersect`nd toate generatoarele cilindrului. Demonstra\i c[A
,

,

drumul parcurs de furnic[ are lungimea mai mic[ dec`t 120 cm.

*

* *
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VARIANTE DE TEZ{

   PENTRU SEMESTRUL I

VARIANTA 1    

SUBIECTUL I - Pe foaia de tez[ scrie\i numai rezultatele. (30 de puncte) 

5p 1. Rezultatul calculului este . . .  2  36  6  4

5p 2. Suma numerelor @ntregi din intervalul  este . . . 2; 4

5p 3. Fie raportul unde x este un num[r real. Calcul`nd  se ob\ine . . . E(x)  3x3  7
4x2  1

, E(2)

5p 4. Suma lungimilor muchiilor unui tetraedru regulat este egal[ cu 72 cm. Aria unei fe\e a tetraedrului regulat

este egal[ cu . . .  cm2.

5p 5. Dac[ VABCD este o piramid[ patrulater[ regulat[ cu v`rful V ]i  atunci @n[l\imeaVA  AB  6 cm,

piramidei are lungimea de . . . cm.

5p 6. #n tabelul de mai jos este prezentat[ reparti\ia elevilor unei clase a VIII-a, @n func\ie de mediile ob\inute la

matematic[ pe semestrul I:

1338541Num[r elevi

10987654Media

Num[rul elevilor din aceast[ clas[ care a ob\inut la matematic[, pe semestrul I, cel pu\in media 7 este egal

cu . . . 

SUBIECTUL al II-lea - Pe foaia de tez[ scrie\i rezolv[rile complete. (30 de puncte) 

5p 1.  Desena\i, pe foaia de rezolvare, o prism[ dreapt[ MNPQRS cu baza triunghiului echilateral MNP.

5p 2. Calcula\i intersec\ia intervalelor I   1
2

; 3 ]i J  1;
3
2

.

5p 3. Ar[ta\i c[ num[rul  este natural.a  (2 3  4)2  (8  3 )2

5p 4.  Descompune\i @n factori expresia: 2x3  16x2  32x.

5. Fie  R(x)  x2  4x  4
x2  4

, x R2, 2.

5p a) Simplifica\i raportul R(x).

5p b) Afla\i  pentru care x Z R(x) Z.

SUBIECTUL al III-lea - Pe foaia de tez[ scrie\i rezolv[rile complete. (30 de puncte) 

1. Fie cubul  Not[m cu  mijloacele muchiilor AB, AD, respectiv ABCDA
,

B
,

C
,

D
,

cu AB  4 dm. M, N, P AA
,

.

5p a) Ar[ta\i c[ aria triunghiului MNP este egal[ cu 2 3 dm2.

5p b) Demonstra\i c[ planele  sunt paralele.(MNP) ]i (A
,

BD)

5p c) Verifica\i dac[, presupun`nd c[ acest cub este din carton, se poate introduce o baghet[ metalic[ av`nd

lungimea de 7 dm.

2. Rombul ABEF ]i p[tratul ABCD sunt situate @n plane diferite,  iar m[sura unghiului  esteAB  8 cm, ADF

de 60.

5p a) Calcula\i lungimea segmentului CE.

5p b) Ar[ta\i c[ CE  (BDF).

5p c) Afla\i m[sura unghiului dintre dreptele AD ]i BE.

Timp de lucru 120 min. Din oficiu 10p.
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VARIANTA 2

SUBIECTUL I - Pe foaia de tez[ scrie\i numai rezultatele. (30 de puncte)

5p 1. Rezultatul calculului  este egal cu . . . 32  4 2

5p 2. Mul\imea  este intervalul . . . A  x R 4  x  3
5p 3. Efectu`nd calculul ob\inem  . . . 3a  4b  5a  6b,

5p 4. #n cubul  m[sura unghiului dintre dreptele  este egal[ cu . . . ABCDA
,

B
,

C
,

D
,

BC
,

]i A
,

D .

5p 5. Un tetraedru regulat cu muchia de 6 cm are aria unei fe\e egal[ cu . . . cm2.

5p 6. Piramida patrulater[ regulat[ VABCD, cu v`rful V, are  M[sura unghiului AVC este egal[ cu . . . VA  AB. .

SUBIECTUL al II-lea - Pe foaia de tez[ scrie\i rezolv[rile complete. (30 de puncte)

5p 1. Desena\i pe foaia de rezolvare tetraedrul STAR.

5p 2. Fie  Calcula\i A  x R 1
2
 x  1  3 ]i B  x R 3x  1  5. A  B ]i A  B.

5p 3. Rezolva\i @n R inecua\ia: 2 3 x  4  x 15  2 5 .

5p 4. Se consider[  sunt numere reale. E  3(a2  b2 )  2(a  b)  6ab, unde a ]i b

}tiind c[ calcula\i E.a  b  3,

5. Fie E(x)  (x  2)2  3(x  3)(x  3)  3x(x  2).

5p a) Demonstra\i c[ E(x)  x2  2x  23.

5p b) Ar[ta\i c[ E(x)  24, ()x R.

SUBIECTUL al III-lea - Pe foaia de tez[ scrie\i rezolv[rile complete. (30 de puncte)

 

1.  Fie  o piramid[ patrulater[ regulat[ cu v`rful V,  Not[m cu E ]i FVABCD AB  12 2 cm ]i VA  20 cm.

mijloacele muchiilor VA, respectiv VC, ]i cu O centrul bazei.

5p a) Ar[ta\i c[ VO  16 cm.

5p b) Calcula\i m[sura unghiului dintre dreptele EF ]i BC.

5p c) Demonstra\i c[ dreapta EF este perpendicular[ pe planul  (VBD).

2.  ABCDEFGH este o prism[ patrulater[ regulat[ cu  Fie M mijlocul segmentuluiAB  6 cm ]i AE  8 cm.

CF ]i AC  BD  O.

5p a) Ar[ta\i c[ BH  2 34 cm.

5p b) Demonstra\i c[ OM  (AFG).

5p c) Calcula\i distan\a de la punctul B la planul  (OMC).

Timp de lucru 120 min. Din oficiu 10p.
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VARIANTE DE TEZ{

   PENTRU SEMESTRUL al II-lea

   
VARIANTA 1

SUBIECTUL I - Pe foaia de tez[ scrie\i numai rezultatele. (30 de puncte)

5p 1. Rezultatul calculului  este . . .  64  100 : 5

5p 2. Dac[  este . . .  f :RR, f (x)  4 x, num[rul f (0)  f (1) f (2)

5p 3. Dac[  apar\ine graficului func\iei f, atunci valoarea lui m este . . .f :RR, f (x)  2x3 ]i punctul M(3, m)

5p 4. Dac[ @ntr-o piramid[ patrulater[ regulat[ muchia bazei este de 20 cm ]i muchia lateral[ de 26 cm, atunci

apotema piramidei este de . . . cm. 

5p 5. Aria total[ a unui paralelipiped dreptunghic de dimensiuni 4 cm, 5 cm ]i 6 cm este egal[ cu . . . cm2.

5p 6. #n tabelul de mai jos este reprezentat num[rul de c[r\i @mprumutate de biblioteca ]colii @n ultimii 4 ani:

505533315437
Num[rul de

c[r\i @mprumutate

2019201820172016Anul

Num[rul total de c[r\i @mprumutate a fost de . . . c[r\i.

SUBIECTUL al II-lea - Pe foaia de tez[ scrie\i rezolv[rile complete. (30 de puncte)

5p 1. Desena\i pe foaia de rezolvare un paralelipiped dreptunghic ABCDEFGH.

5p 2. Rezolva\i @n R ecua\ia: 2x2  5x  2  0.

5p 3. Fie func\ia Afla\i valoarea lui m, ]tiind c[ punctul  apar-f :RR, f (x)  2mxm1, m R. P(1, 2020)

\ine graficului func\iei f.

5p 4. Fie func\ia  Calcula\i f :RR, f (x)  4x3. S  f (1)  f (2)   f (30).

5. Fie func\ia f :RR, f (x)  32x.

5p a) Reprezenta\i grafic func\ia f @ntr-un sistem de coordonate xOy.

5p b) Calcula\i aria triunghiului determinat de reprezentarea grafic[ a func\iei f, axa Ox ]i axa Oy.

SUBIECTUL al III-lea - Pe foaia de tez[ scrie\i rezolv[rile complete. (30 de puncte)

 

1.  Fie  un bazin @n form[ de paralelipiped dreptunghic.  Baza ABCD are  ABCDA
,

B
,

C
,

D
,

AB  18 m ]i

 iar @n[l\imea BC  6 m, AA
,  3 m.

5p a) Ar[ta\i c[ volumul bazinului este egal cu 324 m3.

5p b) Fe\ele laterale ale bazinului se placheaz[ cu pl[ci de faian\[, av`nd forma unui p[trat de latur[ 40 cm.

Afla\i num[rul de pl[ci necesare.

5p c) #n bazin se afl[  litri de ap[. Calcula\i @n[l\imea la care se ridic[ apa @n bazin.243 000

2.  O prism[ triunghiular[ regulat[  are baza triunghiului ABC, muchia bazei egal[ cu 6 cm ]iABCA
,

B
,

C
,

@n[l\imea egal[ cu 8 cm.

5p a) Calcula\i lungimea segmentului AC
,

.

5p b) Calcula\i distan\a de la punctul  la planul C
,

(ABA
,
).

5p c) Determina\i sinusul unghiului dintre dreptele A
,

B ]i B
,

C.

Timp de lucru 120 min. Din oficiu 10p.
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VARIANTA 2

SUBIECTUL I - Pe foaia de tez[ scrie\i numai rezultatele. (30 de puncte)

5p 1. Mul\imea solu\iilor reale ale ecua\iei  este . . .  2x2  3x  0

5p 2. O prism[ patrulater[ regulat[ are aria lateral[  ]i @n[l\imea de 10 cm. 320 cm2

Latura bazei este egal[ cu . . . cm.

5p 3. Fie func\ia  Dac[  apar\ine graficului lui f, m este egal cu . . . f :RR, f (x)  (m1)x3,m R. A(2, 5)

5p 4. Un cub are diagonala de  Aria total[ a cubului este . . .  cm3 3 cm. 2.

5p 5. Un cilindru circular drept, cu generatoarea de 4 cm ]i aria sec\iunii axiale de  are aria lateral[ egal[48 cm2,

cu . . . cm2.

5p 6.  #n tabelul de mai jos este reprezentat[ o dependen\[ func\ional[:

b 51y  2x  3

64a 1 2x

Suma dintre numerele a ]i b este egal[ cu . . . 

SUBIECTUL al II-lea - Pe foaia de tez[ scrie\i rezolv[rile complete. (30 de puncte)

1. Fie func\iile  Not[m intersec\ia graficelor celor dou[ func\iif :RR, f (x)  3 ]i g :RR, g(x)  x5.

cu B, intersec\ia graficului func\iei g cu axa Ox cu C, intersec\ia graficului func\iei g cu axa Oy cu D ]i

intersec\ia graficului func\iei f cu axa Oy cu A.

5p a) Calcula\i aria patrulaterului OABC.

5p b) Afla\i ce procent reprezint[ aria triunghiului DAB din aria triunghiului DOC.

5p c) Afla\i distan\a de la originea sistemului de coordonate la reprezentarea grafic[ a func\iei g.

10p 2. Rezolva\i ecua\ia 
1

x2  6x  9
 1

x2  7x  12
 1

x2  9x  20
 x  3

x  5
, x R 5,  4,  3.

5p 3. Rezolva\i @n R inecua\ia (x2  4x  5)(2x  5)  0.

SUBIECTUL al III-lea - Pe foaia de tez[ scrie\i rezolv[rile complete. (30 de puncte)

 

1.  Fie VABC o piramid[ triunghiular[ regulat[, astfel @nc`t m[sura unghiului dintre VA ]i  ]i (ABC) este 45

AB  12 cm.

5p a) Afla\i aria total[ a piramidei.

5p b) Afla\i distan\a de la A la (VBC).

5p c) Se sec\ioneaz[ piramida cu un plan paralel cu baza, astfel @nc`t aria lateral[ a trunchiului ob\inut s[ fie

dublul ariei laterale a piramidei mici. Afla\i volumul trunchiului. 

2.  Triunghiul isoscel VAB de baz[ AB este sec\iunea axial[ a unui con circular drept cu raza bazei de 6 cm.

Punctul C se afl[ pe cercul bazei conului, astfel @nc`t m[sura arcului  Se ]tie c[ unghiul dintre


AC este 120.

planul  ]i planul bazei conului este de (VAC) 60.

5p a) Ar[ta\i c[ @n[l\imea conului este de 3 3 cm.

5p b) Calcula\i aria lateral[ ]i volumul conului.

5p c) Calcula\i distan\a de la O la  este centrul bazei conului.(VAC), unde O

Timp de lucru 120 min. Din oficiu 10p.
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Teste pentru preg[tirea examenului de Evaluare Na\ional[

TESTUL 1

 Toate subiectele sunt obligatorii.

 Se acord[ 10 p din oficiu.

 Timpul de lucru efectiv este de 2 ore.

SUBIECTUL I  #ncercuie]te litera corespunz[toare r[spunsului corect. (30 de puncte)

5p 1. Rezultatul calculului  este:46 : 28

a) 8 b) 16 c) 10 d) 1   

5p 2. Dintre numerele mai mare este num[rul:x  5
3

, y  1, 6, z  1, 7, t  1, 5,

a) x b) y c) z d) t

5p 3. Cel mai mare divizor comun al numerelor 108 ]i 180 este num[rul:

a) 36 b) 18 c) 48 d) 54

5p 4. Suma numerelor @ntregi din intervalul  este egal[ cu:3; 2
a) b) 3 c) 0 d) 2 3

5p 5. Dac[ atunci  este egal cu:x2  y2  12 ]i x  y  3, x  y

a) b) 36 c) 4 d)  36  4

5p 6. Dac[ atunci valoarea de adev[r a propozi\iei “ ” este:a R ]i a  1
a  2, a2  1

a2  4

a) adev[rat[ b) fals[

SUBIECTUL al II-lea  #ncercuie]te litera corespunz[toare r[spunsului corect. (30 de puncte)

5p 1. #n figura al[turat[ sunt reprezentate punctele  (punctele  sunt coliniare). Distan\aA, B, C, D ]i E B, C, D, E

de la punctul A la dreapta BE este egal[ cu lungimea segmentului:

a) AB

b) AC

c) AD

d)   AE

 

5p 2. #n figura al[turat[ punctele  sunt coliniare (@n aceast[ ordine), iar M este mijlocul segmentului BC.A, B ]i C

Dac[  atunci lungimea segmentului AC este egal[ cu:AB  3 cm, MC  2 cm,

a) 5 cm b) 7 cm c) 9 cm d) 8 cm

5p 3. #n figura al[turat[, dreptele a ]i b sunt t[iate de secanta d. }tiind c[ 

valoarea lui x pentru care drep-a  d  M, b  d  N, A  a, B  b, AMN  2x  10, BNM  3x  10,

tele a ]i b sunt paralele este:

a) 36

b) 72

c) 20

d) 40
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5p 4. #n figura al[turat[ ABCD este un dreptunghi cu  (E @ntre A ]i B) astfelAD  12 cm, AB  18 cm ]i E  AB

@nc`t  Aria patrulaterului BCDE este egal[ cu:AE  0, (6)  AB.

a) 288 cm2

b) 144 cm2

c) 108 cm2

d) 576 cm2

5p 5. Trapezul dreptunghic   are diagonalele perpendiculare. PQRS PQ  RS, P S  90
Dac[  atunci @n[l\imea trapezului are lungimea de:PQ  18 cm ]i RS  8 cm,

a) b) 10 cm c) 14 cm d) 13 cm12 cm

5p 6. Triunghiul echilateral ABC este @nscris @n cercul de centru O. 

M[sura unghiului BOC este egal[ cu:

a) 60

b) 90

c)  100

d) 120

SUBIECTUL al III-lea  Scrie\i rezolv[rile complete. (30 de puncte)

1. Dan  cump[r[ o minge folosind doar bancnote de 5 lei ]i 10 lei. Mingea cost[ 40 de lei.

2p a) Este posibil ca Dan s[ foloseasc[ doar 3 bancnote?

3p b) }tiind c[ s-au folosit @n total 5 bancnote, afla\i c`te bancnote de 5 lei ]i c`te bancnote de 10 lei a folosit

Dan.

2. Se consider[ expresia E(x)  2x  6
x2  4x  3

 x  2
x2  4x  4

:
x  3
x  1

, unde x R1, 2, 3.

2p a) Ar[ta\i c[ pentru orice num[r x.x2  4x  3  (x  1)(x  3),

3p b) Demonstra\i c[ pentru orice  E(x)  (x  2)  1, x R1, 2, 3.
3. Se consider[ func\ia  f :RR, f (x)  2x 6.

2p a) Calcula\i f (1)  f (2)  f (3)  f (4).

3p b) }tiind c[ reprezentarea grafic[ a func\iei f  intersecteaz[ axa Ox @n punctul E ]i axa Oy @n punctul F,

calcula\i sinusul unghiului OEF.

4. #n figura al[turat[ este reprezentat un romb MNPQ cu

MN  6 cm ]i MNP  120.

2p a) Ar[ta\i c[ NQ  6 cm.

3p b) Calcula\i distan\a de la punctul Q la dreapta NP.

5. Pe planul p[tratului ABCD cu  se construiesc, de aceea]i parte a p[tratului, perpendicularele AEAB  4 cm,

]i CF, astfel @nc`t  AE  2 6 cm ]i CF  2 2 cm.

2p a) Ar[ta\i c[ AC  4 2 cm.

3p b) Demonstra\i c[ unghiul dintre planele (EBD) ]i (FBD)

are m[sura egal[ cu 75.

6. Se d[ piramida triunghiular[ regulat[  cu latura bazei  VABC AB  12 cm,

muchia lateral[  este mijlocul lui BC.VA  8 cm ]i M

2p a) Determina\i m[sura unghiului dintre dreapta VA ]i planul (ABC).

3p b) Calcula\i distan\a de la punctul A la dreapta  VM.
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TESTUL 2

 Toate subiectele sunt obligatorii.

 Se acord[ 10 p din oficiu.

 Timpul de lucru efectiv este de 2 ore.

SUBIECTUL I  #ncercuie]te litera corespunz[toare r[spunsului corect. (30 de puncte)

5p 1. Rezultatul calculului  este:(1  2  3  4) : 5

a) 1 b) 2 c) 3 d) 4   

5p 2. Maria a cump[rat 2 kilograme de mere cu pre\ul de 3 lei kilogramul ]i 3 kilograme de banane cu pre\ul de

8 lei kilogramul. Un kilogram de fructe cump[rat de Maria a costat:

a) 6 lei b) 8 lei c) 5 lei d) 4 lei   

5p 3. Num[rul natural m pentru care  este:32m1  243

a) 1 b) 2 c) 3 d) 4   

5p 4. Num[rul apar\ine mul\imii:3  2

a) N b) Z c) Q d) R    Z Q

5p 5. La un test Ana a ob\inut nota 8, Ionu\ a ob\inut nota 9, iar Dan a ob\inut nota 7. Dac[ Irina a luat nota x, iar

media notelor celor patru copii a fost , atunci valoarea lui x este:8, 5

a) 7 b) 8 c) 9 d) 10   

5p 6. Suma modulelor numerelor @ntregi din intervalul  este egal[ cu:4; 3
a) 10 b) 11 c) 12 d) 13  

SUBIECTUL al II-lea  #ncercuie]te litera corespunz[toare r[spunsului corect. (30 de puncte)

5p 1. #n figura al[turat[, triunghiurile  au acela]i perimetru. ABD ]i ACD

Valoarea lui x este egal[ cu:

a) 2

b) 3

c) 4

d) 5

5p 2. #n figura al[turat[ avem trei unghiuri @n jurul punctului O:  AOB, BOC ]i COA.

Valoarea lui a este egal[ cu:

a) 50

b) 60

c) 70

d) 80

5p 3. O buc[t[rie are forma unui dreptunghi cu lungimea 4,5 m ]i l[\imea de 3 m. Buc[t[ria se placheaz[ cu

pl[ci de gresie, sub form[ de p[trat, cu lungimea laturii egal[ cu 3 dm. Num[rul pl[cilor de gresie necesare

pentru a acoperi @ntreaga buc[t[rie este:

a) 1500 b) 120 c) 180 d) 150

5p 4. Triunghiul isoscel ABC are baza  Distan\a de la punctul B la dreapta ACBC  10 cm ]i AB  AC  13 cm.

este egal[ cu:

a) b) 120 c) 60 d)  
120
13

100
13

5p 5. Punctele  sunt situate (@n aceast[ ordine) pe cercul de centru O. Dac[  M, N, P, Q MN  60, NP  80,

atunci m[sura unghiului  este egal[ cu:PQ  130, MOQ

a) b) c) d)  120 70 100 90
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5p 6. Un patinoar are forma unui dreptunghi ABCD cu lungimea de 20 m ]i l[\imea de 10 m. Ana patineaz[ pe

traseul  iar Bogdan patineaz[ pe traseul  unde M este mijlocul lui BC. Afirma\ia  A D C, A M C,

“traseul parcurs de Ana este mai lung dec`t traseul parcurs de Bogdan” este:

a) adev[rat[ b) fals[

SUBIECTUL al III-lea  Scrie\i rezolv[rile complete. (30 de puncte)

5p 1. Maria a]eaz[ flori @n mai multe vaze. Dac[ pune c`te 3 flori @n fiecare vaz[, atunci toate vazele sunt pline,

iar 5 flori nu au loc @n vaze. Dac[ pune c`te 5 flori @n fiecare vaz[, atunci @ntr-o vaz[ sunt 2 flori, iar

celelalte vaze sunt pline. C`te flori ]i c`te vaze sunt?

2. Se consider[ expresia   E(x)  1
x2  x

 1
x2  x

: 1
2x(x  1)

, x R 1, 0, 1.

2p a) Ar[ta\i c[ pentru orice E(x)  4
x  1

, x R1, 0, 1.
3p b) Determina\i cel mai mare num[r natural n pentru care E(n)  1.

3. Fie func\ia f : R R, f (x)  (2  5 ) x  5 .

2p a) Ar[ta\i c[ punctul  apar\ine graficului func\iei.A(1; 2)

3p b) Rezolva\i @n R inecua\ia: f (x)  2  0.

4. Triunghiul ABC este dreptunghic @n A,   AB  6 cm, AC  8 cm,

 este mijlocul lui AC, iar M MN  BC, N  BC, MN  2 cm.

2p a) Ar[ta\i c[ C  30.

3p b) Calcula\i aria patrulaterului ABNM.

5. Un vas @n form[ de prism[ patrulater[ regulat[ cu latura bazei 6 dm ]i @n[l\imea 3 dm, este plin cu ap[.

Apa din el se toarn[ @ntr-un vas @n form[ de piramid[ patrulater[ regulat[ SABCD a]ezat[ cu v`rful S @n jos,

cu  AB  8 dm ]i @n[l\imea SO  12 dm.

2p a) Afla\i la ce @n[l\ime se ridic[ apa @n vasul @n form[ de piramid[ regulat[.

3p b) Dac[ M este mijlocul lui SA, afla\i tangenta unghiului pe care @l face dreapta MO cu planul (ABC).

6. Un garaj are forma unui paralelipiped dreptunghic ,ABCDA
,

B
,

C
,

D
,

cu AB  3 m, BC  6 m ]i BB
,  2, 5 m

iar acoperi]ul are forma unei prisme triunghiulare regulate  cu bazele  respectiv A
,

B
,

ED
,

C
,

F A
,

B
,

E

 Garajul se vopse]te pe exterior, iar acoperi]ul este de tabl[.D
,

C
,

F.

2p a) C`te kilograme de vopsea sunt necesare, dac[ 1 kg de vopsea acoper[ 5 m  C`t cost[ vopseaua, ]tiind2?

c[ 1 kg de vopsea cost[ 25 de lei? (Se consider[.  Rezultatul se va scrie cu dou[ zecimale3  1, 73.

exacte)

3p b) C`\i metri p[tra\i de tabl[ sunt necesari pentru a acoperi garajul, ]tiind c[ pierderile sunt de  din10%

suprafa\a acoperi]ului?

   *

  *       *     
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INDICA|II }I R{SPUNSURI 

1  INTERVALE DE NUMERE REALE. INECUA|II #N R

     Lec\ia 1.   1  2 B  0; C  3;2; 0;
91
7

; D  3;2;1; 5; 0; 0, (3);
3
4

; 1
2
3

;
91
7

; 6, 25 ; E   2 ;. A  x  x  n2, n N;

  3  B  x  x  n
n  1

, n  N ; C  x  x  (n2  1), n N; D  x  x  7n, n N; E  x  x  1, x Z. A 





2  1

2




; B  ; C  0;

  4 a)  b)   c)   D   3, 3.
111

3
, 16 ;

111
3

, 16 ; 1, 0(2); 16 ;
111
3

; d)  7 ; 1  2 ;; e) ; f) 1, 0(2).

     Lec\ia 2.   1 a) A; b) F; c) A; d) F; e) A; f) A; g) F. 2  A  1, 2; B  (2, 3); C  1, 3; D  2, 4; E  , 0; F  2,; G  (,  2 );

 3 a)  e)  4  H  ( 3 ,); I   5
3

, 3
2

; J  , 1. 1, 1; b) R; c) 0,; d) (2, 10); 4; f) . A   3, 3; B  ( 4, 4); C  , 1  1,; D  0, 3;

 5 a)  6 a) 3; b) 3; c) 3 sau 4; d)   8 a) F; b) A; c) A; d) A; e) F. 9 a) 9;E  0, 2; F  1,; G   3, 2. 3, 4; b)  2,1; c)  1, 1.  2 sau  1 sau 0.
b) 15; c) 8; d) 1; e) zero numere; f) 15; g) 8; h) 1; i)  11  2n  1. A   5, 5; B  ( 1, 1); C   2, 6; D  (,2)  (4,); E  0,; F  0;

 12 a) A;  b) F;  c) F.  14       15 SeG   3,1  1, 3; H  , 0  2,. A R; B   11
4

, 11
4

; C ; D  5, 6; E  5,4; F  3
2

; G  2; 2, 5.

arat[ c[   16 a) A; b) A; c) A; d) A. 18 a) Se arat[ c[:  19 a  5a  b
6

 a  5b
6

 b. a  2a  b
3

 b; b) 8a  3a  5b  8b. 6543210.

    Lec\ia 3.   3 a)   5  a)  e) .                0, 1, 2,, 15; b) 0, 1, 2; c) N; d) .
5
3

, ; b) ,
4
3

; c) 21,; d)  1, 7; 1,; f) , 1; g) ,
18
11

6 a)  9 a)  d)    19 a)   (, 19); b) , 4; c) 0, 2. (,1); b)
1
2

, ; c) ,
7
3

; , 13; e) ,
5
4

. ,
4
3

; b) ( 2 ,); c) (4 3 , );

   20   21 a) d) ,
2 15

5
. A  0, 1, 2,, 7; B  1, 2, 3, 4, 5; C  1

5
, ; D  ; E  0, 1; F  2,1, 0. 1, 2, 3, 4, 5; b) , 5; c)  1.

     Lec\ia 4.   6 1; 6; 32.    7 este cuprins[ @ntre 24 ]i 84.    8 mai mic dec`t 48 km.    9    10    11 num[rul maxim de bile este 28.L  (5, 30). x  110,.
12 num[rul minim de autobuze este 14.

PROBLEME RECAPITULATIVE

1    2   3 a)  c)   4   5   6     7                     3.
7

30
.

11
101

; b) 1  11
101 ;

76
101

. a  2  (3, 5); 2a  (2, 6); a  4  (5, 7);  a  (3,1). 100. 2345, 15. x  2, 03; 2, 04.
8  9  11 374. 12  13 x  3, 255; 3, 265. n  4, 5, 6, 7, 8. A  B  1, 1.  4, 5.

TEST DE AUTOEVALUARE 

SUBIECTUL I  1 5.  2  3  4 .  5 .  6  SUBIECTUL al II-lea 1 D.  2 A.  3 B.  4 B.  5 A.  6 C.6.  6; 4. 2; 6 0, 1, 2 6,.

SUBIECTUL al III-lea 1 a)  2 a)  b)   3 a) 80; b) 94.a  2
7

; b)
1
4
 2

8
 2

7
 2

6
 1

3
. A   1; 2; B  (3, 0);  1, 0, 1, 2; ; (3, 2);  1; 0.

2  CALCUL ALGEBRIC #N R

     Lec\ia 1.    9 a)  x2  2x  1; b) x2  2xy  y2; c) x2  3x  2; d) x2  5ax  6a2; e) x4  7 ax2  10a2; f) x4  5x2  14; g) 3x 5  2x 4  2x 2  1;

 10 1. 12 1. A; 2. F; 3. A. 13 20%. 14 a) Se arat[ c[   15 1.h) 6a2  2ab  4b2. (100x  25)  (100y  25)  100z  25; b) (100x  76)  (100y  76)  100z  76.

     Lec\ia 2.  6 k) ;  m) 1; n) 1.96  104  (100  4)  (100  4)  1002  16  9984; l) 37  43  (40  3)(40  3)  402  32  1591

7 j)   992  1002  1012  3  99  101  (992  2  99  101  1012 )  1002  (100  1)  (100  1)  (99  101)2  1002  1002  1  5; k)  98; l)  10;

  m) (100  5)2  11025; n) (200  2)2  (200  2)2  (200  2)(200  2)  2002  12  40 012.

10 a)  b)  2( 6  2 )  6  1  5( 2  1)  ( 6  2 )  2(2  2 ); 9  5 3  12  6 3  6  3 3  12  8 3  3(5  2 3 ).

11   etc.  14 a)  15  etc.S  2  1  3  2  4  3   n  n  1  n  1 52  2  23; b) 232  2  527. x  1
x

2

 x  1
x

2

 4

     Lec\ia 3.   2 k)  3 d) (5a  2b)2
; l) (a 3  b 2 )2

; m) (a2 2  1)2
; n) (a2  a 5 )2  a2(a  5 )2

. (3 3  x)(3 3  x);

 5 a)   e) (2x 2  3 )(2x 2  3 ). a4  a2  1  (a2  1)2  a2  (a2  a  1)  (a2  a  1); b) a4  1  (a2  1)2  2a2 
    (a2  a 2  1)(a2  a 2  1); c) a4  a2  1  (a2  1)2  3a2  (a 2  a 3  1)(a 2  a 3  1); d) x4  64  (x2  8)2  16x2 

   (x2  4x  8)(x2  4x  8); e) x4  4x2  16  (x2  4)2  4x2  (x2  2x  4)(x2  2x  4); f) a4  9a2  81  (a2  9)2  9a2  (a2  3a  9)(a2  3a  9);

g)   x2  3x  2  ax  a  (x  1)(x  2)  a(x  1)  (x  1)(x  2  a); h) x2  4x  3  bx2  b  (x  1)(x  3)  b(x  1)(x  1)  (x  1)(x  3  bx  b).

6  etc. 7   8    x2  12  35  (x  5)(x  7) x2  6x  9  2  (x  3)2  2  (x  3  2 )(x  3  2 ). x2  8x  13  x 2  8x  16  3  (x  4)2  3 

etc.    9 a)     10 a)  etc.; b) (x  4  3 )(x  4  3 ) (3n  2)2
; b) (6n  3)2

; c) (k2  3k  1)2
; d) (n2  n  2)2

. (x  y)(x  y)  97; Deci x  y  1 ]i x  y  97

 etc. 13  etc. 14 b)   (x  y)(x  y)  972 a  (n  2)((n  2)2  1)  (n  1)(n  2)(n  3) a  b
c  b  c

a  c  a
b

 a
c  c

a  b
c  c

b
 a

b
 b

a  2  2  2;

 etc. 15  echivalent cu  etc.c) a  1
a b  1

b
c  1

c  2  2  2 a4  b4  c4  2a2b2 (a2  b2 )2  c4  0, sau (a2  b2  c2 )(a2  b2  c2 )  0

16  17 
(72n  3)2

72n  3
 3  72n  (7n )2

. (x  5)2  (y  7)2  0, de unde x  5 ]i y  7.
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     Lec\ia 4.   1 b)   2  ]i deci r[spunsul este negativ.  5 a)  D R3. D R3, 0 7x2; b)
x  2

2
; c) x  2; d)

x  1
x  1

; e)
x  2
x  2

; f)
2x  1
2x  1

; g)
1

x  1
;

 6   7  etc.  8 a)  etc. h) x  1
x2 ; i)

a  b
x  1

. n 3 N.
3

a  1
Z, dac[ a  1  1,3 n Z N; b)

6
2n  3

Z, dac[ 2n  3  1,  2,  3,  6

13 a  (x  3  x  3)2  (2x)2
.

  Lec\ia 5.  2 b) Se aplic[ punctul a) fiec[rei frac\ii. 3 a) 16, pentru pentru   x R; b)
xy

6
, pentru x, y R; c)

x  4
x  4

, x R  4, 4; d)
2

x  5
,

 4 a) c) pentru  7 a)  pentru x R 5, 5. 4ax2, pentru x, a R; b)
3
2

, pentru x R;
x  1
x  2

, x R 1,  2, 2; d) 1, pentru x R 2,1, 5. x  2
2

,

pentru  15 a) echivalent cu pentru x R 0, 2; b)  1
x  2

, x R 2. E(x)  x2  9
x , pentru x R 1, 0, 1; b) Pentru x  1 avem

x2  9
x  1, (x  3)2 

 16  etc. 18 a) c) Cum  0; c) E(x)  x  9
x Z dac[ x  1,  3,  9. 1

x  2
x  2

 4
x2  2x

 3
x x R 1, 1; x N, avem

3  x
x  1

 0, dac[ 3  x  0.

Deci x  0, 2, 3; d) E(x)  1  4
x  1

N, dac[ x  1  1, 4, adic[ x 0, 3.

TEST DE AUTOEVALUARE 

SUBIECTUL I  1 6.  2  3  4 3.  5 .  6  SUBIECTUL al II-lea 1 A.  2 D.  3 C.  4 B.  5 C.  6 C.3x(x  2).
x  3

3
.

5
2

1.

SUBIECTUL al III-lea 1 a)  2 b) E(x)  x2  4x  12  (x  2)2  16  (x  2)(x  6); b) E(x)  (x  2)2  16  16. x  1; 2.

     Lec\ia 6.   7  8 a) 9 h)  10 f)  a  1, 2. 10, 10; b) ; c)  1
3

, 1
3

; d) 0, 3 ; e) 0, 7; f)



0,

2 3

3




. 2, 1

2
; i) 12. , 1  ;

 11  etc.g) 1,; h)





2

2
,

3

3




. m  2

     Lec\ia 7.   6  7  8  10 x  4. a  8, 6. n  11. n  16.

TEST DE AUTOEVALUARE 

SUBIECTUL I  1 .  2  3  4 .  5 4.  6  SUBIECTUL al II-lea 1 D.  2 B.  3 A.  4 D.  5 B.  6 A.0, 3
2

1
3

, 1
3

. 5, 4.  8 3 cm.

SUBIECTUL al III-lea 1  2 a)  rezult[  x1 
9  3

3
, x2 

9  3

3
; x1  1, x2  1

3
; b) x  1; c) E(x)  (2x  1)2  4 min E(x)  4.

3 a) m   1; b) m  (2,).

3  FUNC|II

     Lec\ia 1.    7 a)  valoarea maxim[;    valoarea minim[.   8 b) valoarea minim[  valoarea maxim[ 50;      p(x)  10  x
10

 1  x
10

; c) x  4; d)
9
10

1
10

30;

c)  9  10 f ]i g au acela]i domeniu de defini\ie, acela]i codomeniu ]i @n plus   f (n)  5  n  3(10  n)  8n  30.
1

27
. f (1)  g(1)  1, f (0)  g(0)  0, f (1) 

 11   12  15 a)  16 a)  17 a)  g(1)  1. a  0, b  1, c  1. d (n)  n(n  3)

2
. Im f  3, 2, 0,  2. Im f  6, 9, 12. B  0, 1, 2, 3, 4; b) B  3, 2, 1.

    Lec\ia 2.   3  6 a)  9 a) 5 elevi; b) 14 elevi; c) nota 8; d) nota 5; e)A   2 , 1, 1, 2 ; B  1, 2. a  4; b) b  1; c) c  5
4

; d)
10
7

,
5
7

; e)
5
2

, 5
2

.

7, 12.

     Lec\ia 3.    3 a)    4 g.    5    6 a)   8 (5, 0), (0, 5); b) (2, 0), (0,1). f (x)  2x  5. m  0, 1; b) m  0; c) m2  1, de unde m  1, 1. A
2
3

, 0 ]i B(0, 4).

9 Reprezent[rile grafice sunt trei drepte paralele.

     Lec\ia 4.    1   3  reprezint[ valoarea minim[, iar  reprezint[ valoarea maxim[.  4 Triunghiul dreptunghic  C (5, 4). f (3)  2 f (1)  6 AOB unde A(0,2),

 are perimetrul (unit[\i) ]i aria A  (unit[\i p[trate). 5 a) triunghiul ABC cu  O(0, 0), B(2, 0), P  4  2 2  2 f (0)  g(0)  1; c) A(1, 0), B(0, 1), C (1, 0).

6  7 b)  8  9  10  11  12 a)  d)  e) f (x)  1  x. A(1, 1), B(1, 1). A  (1, 3). f (1)  m  1, de unde m  0. I  (3, 8). f (2)  1. x  1; b) x  ; c) x   1
5

; x   2
3

;

 13 a)  15 a) x  1, 1
3

. x  4; b) x  ; c) y  3; d) y  4; e) x  ; f) x  0, 1, 2, 3, 4, 5. m  1; b) A(1, 0), B(0, 1); d)
2

2
; e)

1
2

; f) 45.

     Lec\ia 5.    1 a)  necoliniare; b)  coliniare. 2  3  A   4 a)  c) A, B, C A, B, C A  (2,5). A(0,3 3 ), O(0, 0), B(3, 0). ABC 
9 3

2
; 60. A(1, 1); b) B(2, 0),

A   5 Pentru  6 a)   3
2

, 0 , ABC  1
4

; c) D(0, 2), PACOD 
5

2
 3

2
 2  2 . m  2, A(n,n); pentru m  1  n, B(1, 1); pentru m  1  n, C(1,1). 90;

 b) A       7 Ecua\ia  nu are solu\ii.    8 a) A A  c) 45;  2; p  4  2 2 . f (x)  g(x) A(2, 0), B(4, 8), C (6, 0), ABC  16; b) D(0,8), B(4, 8), E(0, 24), DBE  64;

 9 a) tg x  4. A(1,1), B  1
3

,
1
3

; b) S  651.

PROBLEME RECAPITULATIVE

1 b)  3  5  6 a)  8 a)  Distan\a de la O la reprezentarea geometric[ a graficului func\iei f estef (x)  2x  1. a  3. A, D. A(4, 11); b) B(4,5); c) C (1, 1). a  b  3.

iar pentru func\ia g este  9  10 a) A  11 b) Reprezent[rile grafice sunt
9 10

10
,

3 26

26
. a  2. A(0, 2 ), O(0, 0), B

3

3
, 0 ; AOB 

6

6
; b)

14

7
; c) 6 .

dou[ c`te dou[ paralele; c) A  13  14  16 A(1, 2), B(5, 2), C (2,1), D(2,1), ABCD  12. Im f  (1,). I  0, 3; a  3, b  3. A(x)  3x, x  0.

20 Domeniul de defini\ie:  Mul\imea valorilor: 3,  2, 1, 3, 4. 2,  1, 2.

TEST DE AUTOEVALUARE 

SUBIECTUL I  1  2 3. 3 1. 4 0. 5  6 2. SUBIECTUL al II-lea 1 C.  2 B.  3 D.  4 C.  5 A.  6 C.5. 2.

SUBIECTUL al III-lea 1 a)  2 a)  3 b) a  1, b  2; b) A(2, 0); c) 2 . f (1)  2; b) x  , 1; c) a  1
3

, b  2
3

. 90; c) 5.

4  ELEMENTE ALE GEOMETRIEI #N SPA|IU

     Lec\ia 1.   5 c).  6 37 paralelipipede dreptunghice mici.

     Lec\ia 2.   1 a) o infinitate;  b) o infinitate.     2 a)    3 a) F;  b) A;  c) F;  d) A;  e) F;  f) F.    4 a) A;  b) F;  c) A;  d) A;  e) A.  5 a) Nu;  C  ; b) CD  .
b) 6 drepte;    6 4 plane.   7 a) A;  b) F;  c) A;  d) A;  e) A;  f) F.    8 a) A;  b) A;  c) A;  d) A.       10 a) A;  b) A;  c) A;  d) A;  e) F.   11 AB;  b) AC;  c) BC;  
d)  AB  (ABC) ]i AB  (ABD).
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12 Num[rul maxim de drepte este 6; num[rul minim de drepte este 4. 15 3 plane. 17 (EAC)  (EBD)  EO, unde O  AC  BD.

     Lec\ia 3.   4  5 4 triunghiuri echilaterale. 6   7 b)   12 a) 36 cm;  b) 100 3 cm2. p: A; q: F. (ABN)  (CDM)  MN. 36 3 cm2.

     Lec\ia 4.   4   5   7   8  11 b) 13 cm.6 cm. 192  (2  3 ) cm2. 32  (6  3 ) cm2. AB  36 cm, CD  6(2 3  1) cm.

     Lec\ia 5.   1  2  3  4 8 cm. 5 20 cm. 7 . 80 cm2. 362  64 cm. 96 cm2. 12 cm2, Rcon  2 cm

     Lec\ia 6.   1 a)   b)    2 a)   3 a)  c)   4 a)   90. 45; c) 90; d) 90; e) 60; f) 60. 60; b) 90; c) 45; d) 90. 60; b) 45; 30. 90; b) 0; c) 45; d) 60.

5 a)   6 a)  7 a)  60; b) 90; c) 90; d) 60; e) 60. 45; b) 60; c) 90. 60; b) 90; c) 60; d) 30; e) 90; f) 60.

    Lec\ia 7.   1 a) paralele;  b) necoplanare;   c) paralele;   d) paralele;  e) necoplanare;  f) paralele;   g) concurente; h) concurente. 2 a)  VB, VC, AB, AC;

 3 a) necoplanare; b) paralele; c) necoplanare; d) necoplanare; e) necoplanare; f) concurente; g) paralele. 4 Se arat[ c[ b) VA ]i BC; VB ]i AC; VC ]i AB.

 5 a)  b) MN  PQ sau MQ  NP. AB  (DCD
,
), AB  (DCA), AB  (DD

,

A
,
)  A, AB  (DD

,

B)  B, AB  (A
,

B
,

A); AC  (ADB), AC  (DBD
,
)  O,

    6 a) O  AC  BD, AC  (BB
,

C)  C, AC  (DCD
,
)  C, AC  (DBB

,
)  O, AC  (A

,

B
,

D
,
)  . MO  VC, VC  (VDC), rezult[ MO  (VDC);

b)   7 a)  MO  VC, VC  (VBC), rezult[ MO  (VBC); c) VC  MO, MO  (MBD), rezult[ VC  (MBD).
AM
MB

 AN
NC

R.T.Thales
 MN  BC, BC  , rezult[

 b)    8 a)     MN  ;
AM
MB

 AN
NC

, rezult[ MN  BC  P, rezult[ MN    P. MC  NO, NO  (NBD), rezult[ MC  (NBD); b) NO  MC, MC  (BMC),

 9  10 a)    rezult[ NO  (BMC); c) NO  (BMD)  O. MN  . MN  AC, AC  (ABC), rezult[ MN  (ABC ); b) AC  MN, MN  (MNB), rezult[

 11 a) concurente; b) necoplanare; c) necoplanare; d) paralele; e) necoplanare; f) concurente; g) necoplanare. 12 a)  rezult[ c[ AC  (MNB). AD  MN, A, D, M, N

sunt coplanare; b)  necoplanare,  concurente. 13   AD, VB AD  BC; AB, VA AA
,

 (ABC)  A; AA
,

 (CBB
,
); AA

,

 (ABB
,
); AA

,

 (BCA
,
)  A

,.

15  17 Fie  Rezult[  18  G1G2  BC, BC  (ABC), rezult[ G1G2  (ABC). AF BD  P. EF  CP, CP  (BCD), deci EF  (BCD).
MB
BA

 MT
TA



 Rezult[   20 a)   MT
TE

 MC
CE

. BC  AE, AE  (ATE), deci BC  (ATE). OO
,

 CC
,

, CC
,

 (CDD
,
), rezult[ OO

,

 (CDD
,
); b) AO

,

 C
,

O, C
,

O  (BC
,

D ),

rezult[  22  23 a)   AO
,

 (BC
,

D). x  10. OM  SA, SA  (SAD), rezult[ OM  (SAD); b) MN  CD, CD  (ABC), rezult[ MN  (ABC);

rezult[   25 a)  c) ON  SB, SB  (SBA ), rezult[ ON  (SBA); d) ON  SB, SB  (SBM), ON  (SBM). BB
,

 (ACC
,
); b) EF  (ABC

,
).

26 a)   b)  27 a) RS  AB, AB  (ABC ), rezult[ RS  (ABC); PS  CD, PS  (PRS), rezult[ CD  (PRS). OM  AC
,

, AC
,

 (ACC
,
), rezult[ OM  (ACC

,
);

b)   rezult[  28 b)  AC
,

 OM, OM  (OMC), AC
,

 (OMC). FC MN, MN  (MNG), rezult[ FC  (MNG).

     Lec\ia 8.   3  4 a)  A
,

B
,

 AB, B
,

C
,

 BC, AB, BC  (ABC), A
,

B
,

 B
,

C
,  B

,, rezult[ (A
,

B
,

C
,
)  (ABC). PN  AB, MN  AC

,

, AB, AC
,

 (C
,

AB),

 5 b) A  7 a) A; b) F; c) A; d) A; e) A; f) A; g) F. 8 rezult[ (MNP)  (C
,

AB). MNPQ  900 cm2. MN  BC, MO  EC; BC, EC  (BEC), rezult[ (MNO)  (BEC).

9 a)   A  MN  AB, NP  BC, AB, BC  (ABC), rezult[ (MNP)  (ABC); b) MNP 
100 3

9
cm2.

TEST DE AUTOEVALUARE 

SUBIECTUL I  1 .  2  3 paralele. 4 .  5 Fals.  6  SUBIECTUL al II-lea 1 B.  2 D.  3 A.  4 B.d     paralele. AA1 ]i BB1 d1  d3 sau d1  d3.

5 B.  6 A. SUBIECTUL al III-lea a)  b)  G1G2  AC, AC  (ABC), deci G1G2  (ABC); PABC  108 cm; c)
2 2

3
.

     Lec\ia 9.   1 b)  3  5 b)   6 A  Psec\iunii  8 2 cm, Asec\iunii  8 cm2. AMNPQ  12, 5 cm2, PMNPQ  10 2 cm.
NB

,

NB
 2

3
;

PC
CC ,  3

5
. ABC  64 3 cm2.

7  8  9 A
,

B
,  8 cm.

AMNP

ABCD
 1

16
. 25 cm2.

     Lec\ia 10.   3  4  5  BD  6 2 cm; DC  10 cm; DM  61 cm. MB  281 cm; MC  506 cm; MD  5 10 cm. MB  6 11 cm; MC  6 29 cm;

 6  7   8  MD  6 11 cm. 2 6 cm. MB  6 2 cm; MC  12 cm; MD  6 5 cm; MP  2 30 cm. A
,

C  6 3 cm; A
,

M  9 cm; OM  3 5 cm;

 9 OC
,  3 6 cm. 2 5 cm.

     Lec\ia 11.   1  2   3  4 a)  5 a) 10 cm; b)  6 b) 5 21 cm.
501

3
cm. VA  4 3 cm, VM  39 cm. 6 cm; b) 4 cm; c) 2 2 cm. 5 2 cm. 25 3 cm2.

7 8 cm.   8   9   10   11   12   13 6 cm.   14 a) ;  b)    15 3 cm.   16 a) 12 cm; b) 6 cm. x  6, 5 cm. G  5. 17 2 cm. 41 cm. 6 2 cm. 8 2 cm 8 2 cm.

17 a)   18 a) 6 cm; b) 0.4 2 cm; b)
16 3

3
cm.

     Lec\ia 12.   1 6 cm.  2 a) 3 cm; b)  3 a) 10 cm; b)  4 b)    5 b)  6 4 cm. 7  8 a) 3 cm; b)  24 cm2. 2 38 cm. 2 3 cm. 2 3 cm. 36 3 cm2.
1
3

cm.

TEST DE AUTOEVALUARE 

SUBIECTUL I  1 paralele.  2  3 4 cm. 4 8 cm.  5   6 AC.  SUBIECTUL al II-lea 1 A.  2 B.  3 D.  4 B.  5 A.  6 C.perpendiculare. 2 2 cm.

SUBIECTUL al III-lea b) Dac[ D este mijlocul muchiei BC, rezult[  rezult[  c) BC  SD, BC  AD, SD, AD  (SAD), BC  (SAD); 601 cm.

     Lec\ia 13.   1 a)  segmentul  segmentul BD; j)  segmentul AC; A; b) B; c) B
,; d) A; e) B; f) A; g) AB; h) segmentul AB; i) B

,; k)

l) segmentul DB; m) segmentul  segmentul  2 a)  d)  3 a) AB; b) BC; c)   AD
,

; n) BC
,

. O; b) A; c) A; AO; e) OB. B
,

C
,

; d) B
,

C
,

; e) M;

 6 a)  d) segmentul DB; e) segmentul segmentul unde g) MC; h) NC
,

; i) AM; j) AM; k) MN; l) AB. D; b) C
,; c) C

,; DA
,

; f) CB
,

; g) AB
,

; h) D
,

O,

   8 b)  i) VO; ii) VO; iii) VO.O  AC  BD.

     Lec\ia 14.     1 a)  2 a)  3 a)  4   5 a)  6 a)  10 2 cm; b) 10 cm; c) 10 3 cm. 4 3 cm; b) 30. 30; b) 15 cm. 5 3 cm; 5 cm;
5 3

3
cm. 45; b)

2

2
. 30  ;

 7 a)  8 a)  9 a)  10   b)
2
3

; c) 21 cm. 60; b) 2 3 cm. 2 3 cm; b) 2 39 cm. 2 3 cm; b) 60. pr AB  OB  9 3 cm; pr AC  OC  3 3 cm;

 11  12 pr BC  BC  12 3 cm. 2 15 cm. 45.
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     Lec\ia 15.  2  3  4  5 10 cm; 10 cm; 2 17 cm. d(M, AB)  d(M, CD)  6 5 cm; d(M, AD)  d(M, BC)  2 37 cm. 3 17 cm. 3 7 cm; 12 cm; 3 7 cm.

6 7  8 a)  d)  10  4 2 cm. 3 13 cm; 3 13 cm; 3 13 cm. 4 2 cm; b) 4 10 cm; c) 4 cm; 8 2 cm; e) 39 cm. d (P, AB)  10 cm; d (P, BC)  4 5 cm;

 11 a) 12 cm; b)  12 a)  13 a)  b) d (P, CD)  73 cm; d (P, AD)  8 2 cm. 6 2 cm. 2 41 cm; b)
6 82

5
cm.

2 661

5
cm;

661

29
cm; c)

2 661

109
cm.

     Lec\ia 16.   2 a)  3 a)  4  5  6 a)  7  8 a) 45; b) 45; c) 45; d) 90. 60; b)
4 3

3
; c) 667, 2 lei. 60. 30. 60; b) 90; c) 90. 60. 60; b)

4 3

3
; c)

4 3

3
.

9 a)   10  11 a)  12 a)  13 a)   60  ; b) 60; c)
15

3
. 30. 30; b) 45.

3

2
; b) 60; c)

3
2

.
1
3

; b)
3

3
.

     Lec\ia 17.    2 a) 6 cm; b)   3 a) .  4 a)  c)  6  3 2 cm. 8 5 cm; b) 8 3 cm; c)
16 5

5
cm 50 cm; b) 10 17 cm;

60 34

17
cm. 5 10 cm.

10 a)  137 cm; b)
209

3
cm; c)

3

137
; d)

8 2

209
.

     Lec\ia 18.    1  2  3  4 a)   5 a) 6 3 cm. 19, 2cm; 24 cm;
24 5

5
cm. 10 5 cm; 4 5 cm. 2, 4 cm; b)

6 10

5
cm. 3 2 cm; b)

6 6

13
.

TEST DE AUTOEVALUARE 

SUBIECTUL I  1 AC.  2  3 3 cm. 4 4 cm.  5   6   SUBIECTUL al II-lea 1 B.  2 C.  3 A.  4 D.  5 B.  6 A.2 . 45. 60.

SUBIECTUL al III-lea a)  de unde  c) Drumul parcurs de furnic[ are lungimea 2 2 cm; b) AO  (BDD
, ), AO  (AD

,
O), (AD

,

O)  (BDD
,
);

4 10 cm, 4 10  13.

5  ARII }I VOLUME ALE UNOR CORPURI GEOMETRICE

     Lec\ia 1.    1 a) 8 cm; b) 48 cm   2 a)    3 b)    4 b)    5 a)  
2. 32 3 cm2; b) AC

,
 (A

,
BD).

3

6
. 3 3 cm; c) 6 cm. 4 2 cm, 3 5 cm, 2 cm;

   6 a)    7 a)   b)   8 a) 5 cm; b)  9 a) 8 cm; b) b) BC  (ABB
,
A

, ); c)
4 2

9
. 6 85 cm2; b)

21 2

11
cm; c) 90.

15

5
; 6 3 cm; c)

2 6

5
.

5 3

6
. 4 3 cm.

    Lec\ia 2.    1  2 150 cm  3 a)  4   5  7 96 cm2, 64 cm3, 4 3 cm. 2, 125 cm3. 216 cm2; b) 36 2 cm2. 294 cm2, 343 cm3. 2 6 cm, 16 2 cm3. 144 cm 2,

 8  9 a)  ]i   10 a)  11 a) 27; b)  216 cm2, 216 cm3.
64
27

cm3,
4 3

9
cm. MD  DB MD  DD

,
; b) 4 6 cm. 64 cm2, 64 cm3; b) 2 2 cm. 152 cm3, 216 cm2.

12 b)  c)  13  14  15  16 a)  b)  2, 5  1, 5 3 ; 0, 75 m. 108 cm2, 72 cm3, 61 cm. 2(12  35 3 ) cm2, 60 3 cm3. 3 dm3. 1720 cm2, 881 cm; 20 cm; c)
20
3

cm.

17 a)  18 a)  19 a)  c)  20 a)  21 a) 30144 cm2; b)
2 2

7
. 24a3; b)

13a 10

10
; c)

12a
5

. 60000 l; b) 1, 2 m; 4 h10 min. 72 dm3; b) 4x(10  2x) dm2; c) 2, 5 dm.

cm; b)  22 a)  23  2, 32 m2; c) 220  20 13  292. 1296 cm3; b) 18 34 cm2,
36 34

17
cm. 256 6 cm2, 512 6 cm3.

24 a) d)  25 b) c)  26 a)  27 a)  (8  16 3 ) cm2, 8 3 cm3;
15

4
.

5 7

2
; 60; d)

5 3

2
. 4 dm3; b) 1760 cm2; c)

20 6

3
cm. 1600 cm 2; b) 30 cm;

     28 a)   30   31   32  33 b)    c) 2, 56 cm. 1, 60 m; b) 400; 100. 144 cm2, 72 3 cm3. 108 3 cm2. 24 cm2, 4 6 cm3. CM  (ABB
,
); c)

6 5

5
cm.

34 a)  35 a)  b)  36 b)  37 a)  (150  50 3 ) cm2, 125 3 cm3; b) 60; c)
5 3

2
cm. 3 3 m; 90 3 m3; c) 132 m2. 60; c) 192  14. 9072 3 cm3;

 38 a)   39  40 a)  b) 9, 072 3 l  20 l; c) 81 cm. 12 3 cm2; b) 24 3 cm2; c) 18 cm3. 48 3 cm3. 54 3 cm2, 121, 5 cm3; b) 1, 5 cm.

41  (450  75 3 ) cm2,
1125 3

2
cm3.

TEST DE AUTOEVALUARE 

SUBIECTUL I  1 27.  2  3 60. 4 80.  5 44.  6  SUBIECTUL al II-lea 1 C.  2 B.  3 A.  4 D.  5 A.  6 C.30 3 . 2, 5.

SUBIECTUL al III-lea 1 a) 15 cm; b) 48; c) cel pu\in doi pe]ti sunt @ntr-un cub de la b), rezult[   dmax  10 3  10  1, 75  17, 5.

2 a) 9 cm; b)  162 cm2, 81 3 cm3; c) 4, 5 cm.

     Lec\ia 3.    1 a)  2 a) 4 cm,  b)     c)    6 15 cm, 24 cm; b) 4; c)
3 15

2
cm; d) 3 2 cm; e)

30

15
. 2 7 cm; DE  AC; 90; d)

19

3
; e)

12 21

7
cm.

3 a) 12 cm; b) 12 cm; c)  4 a)  5 a) 8 cm; b)  6 a)  
4
5

; d) 60. 13 cm, 4 cm; b)
24
25

; c) 3 cm.
8 5

5
cm; c)

8 3

3
cm. 5 5 cm; b) 4 5 cm; c) 2 5 cm.

7 a) .60; b) 6 3 cm; c)
6

2
; d)

3 3

2

     Lec\ia 4.   2   3 a)  4     5 b)  324 3 cm2, 432 3 cm2, 432 6 cm3. 432 cm2, 576 2 cm3; b) 6 2 cm; c) 12 5 cm.
8 2

3
cm3. 18 2 cm3; c)

7

7
.

7 b)  8 a)  9 a)  10 a)  11 972 3 cm3; c) 72 3 cm3. (864  144 3 ) cm2; b) 10 cm. 36 3  144  207 cm2; b) da. 3 dm2; b) 117, 5 ml. 64 3 dm3, 60  .

12  14  15 16 a)  17 b)  48 3 cm3,
3 10

10
. 36 cm2, 12 cm3.

32 2

3
cm3, 45.

256 6

3
cm3; b)

4 42

7
cm. 288 cm3; c) 60; d) 6 2 cm.

18 a)    19 a)   20 a)  c) 144( 3  1) cm2; b) 6 2 cm. 2 6 m; b) 48( 3  1) m2; c) 32 6 m3. 2, 25 m; b)
81
256

m3;
108  15 1053

64
m2.

TEME DE SINTEZ{
 

   1 Dac[ se @mparte @mparte acvariul @n 24 de cuburi cu muchia de 1 dm, @ntr-un astfel de cub sunt  cel pu\in doi pe]ti]ori ]i distan\a dintre ei este maxim 

 2 a)  3 b) 3 dm.
9 2

4
cm3; b)

9 3

64
; c)

317
64

%. n  n1  n(1  )  n  2  n2.
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TEST DE AUTOEVALUARE 

SUBIECTUL I  1 .  2  3 . 4 .  5 16.  6   SUBIECTUL al II-lea 1 D.  2 B.  3 A.  4 B.  5 C.  6 D.9 3 5 3 .
4 2

3
18 3 4 3 .

SUBIECTUL al III-lea 1 a)  2 a)  b)  este echilateral ]i 400 cm3; b) VA  194  196  14; c)
144
13

cm. 54( 7  3 ) cm2; ACE

 VA  VC  VE; c)
1
2

.

     Lec\ia 5.   2 a)  3 a) 4 cm; b)     4 a)  74 3 cm2; b)
256 3

3
cm3; c)

16
7

cm,
12
7

cm. 24 3 cm3; c)
24 201

67
cm. 972 cm 2, (972  180 3 ) cm2;

 5 b)   7 a) 4 cm; b)  8 a)   9 b) 296 g; c)   b) 504 26 cm3; c) 26 . 126 cm3.
37 3

6
cm3; c) 13, 6 g. 304 2 cm3; b) 40 22 cm2; c)

12 26

13
cm. 1169, 6 g.

10 a)  12 a)    13 a) 560 cm2; b) 448 cm3. 48 2 cm2; b) 90; c) 4 2 cm; d) 3 . 84 3 cm2; b) 222 3 cm3; c) 12 cm; d)
3

2
.

TEME DE SINTEZ{
 

   1 a)  2 a) 31, 5 cm3; b) da; c) 45. 72 7 cm2, 156 3 cm3; b) 30.

TEST DE AUTOEVALUARE 

SUBIECTUL I  1 .  2  3 . 4 .  5 144.  6 16.  SUBIECTUL al II-lea 1 D.  2 C.  3 D.  4 A.  5 A.  6 C.210 3
832

3
. 84 3 168 3

SUBIECTUL al III-lea 1 a) 2 cm; b)  2 a) 120 cm2; c) 3 cm. 54 91 cm2; b) 1008 3 cm3; c) 9, 6 cm.

     Lec\ia 6.   2  3 a)  4       120 cm2; 144 cm3. 240 cm3  750 cm3; b) 120 cm2; c) 5472 cm2, 23040 cm3. 96 cm2, 168 cm2, 288 cm3, 96 cm2.

5  6 a)  7  8  9  10 b)  16 cm2. 90 dm3; b) aproximativ 212 l. 436, 8g  1371, 552 g. (1000  250) cm2. 3, 75 dm3, aproximativ 3, 225 dm3. 175 cm 3;

c) 219, 8 g.

     Lec\ia 7.   2    3 b)    4   6    7  81125 7  cm3.
16384 5 

3
; c) 1536 cm2. (48  32 3 ) cm2, 64 cm3. 256 cm2, 288 cm2,

128 2

3
 cm3. 96 cm3.

a)  9 . 10   11  12  13  54 6  cm2, 108 6  cm3; b) 45.
8
3

3  cm3 196
3

cm2,
5488 2

81
 cm3. 180. 2 cm.

2197
288

 cm3.

     Lec\ia 8.   2 a)     3 a)     4    5 a) 10 cm; b) 10, 248 l; c) 36 442  cm2. 168 cm2; b) 312 3  cm3; c) 5 3 cm. 229, 84 dm3. 60; b) 800 cm2; c) 180.

6 a)     7 a)  b)  8 a)  132 cm2,
152 3

3
 cm3; b)

8 3

13
cm. 32 5  cm2;

416
3

cm3; c) 72 5  161. 32 5 cm2; b) 144cm3; c)
4 5

5
cm.

   Lec\ia 9.   1  2  3  4 aproximativ . 5 aproximativ  6 a) 12 cm; b)  36 cm2, 36 cm3. 144 cm2. 36 cm2. 42, 235 cm3 128 614 400 km2. 144 cm 3;

 7 aproximativ  8 a) 10 cm; b) 8 cm, 6 cm; c) aproximativ  9 a) c) sunt egale. 2, 5 ml. 52, 8%. 5 cm3; b)
24

5
cm3; c) 4%.

TEME DE SINTEZ{ 
   1 a)  2 a) 18 cm; b)  OO

,  8 cm, VA  34 cm; b) (66  3 34 ) cm2; c) 105 cm3. 66, 6%.

   3 a) 200(810  ) cm3; b) IB  20 33  110; c) 4(44  5) dm2.

TEST DE AUTOEVALUARE 

SUBIECTUL I  1 .  2  3 . 4 .  5 4.  6 3.  SUBIECTUL al II-lea 1 B.  2 C.  3 D.  4 A.  5 D.  6 B.96 54. 162 72

SUBIECTUL al III-lea 1 a) 10 cm; b)  A  2 a) 39 cm; b) 
1000 17 

3
cm3; c) l  400 cm2 ]i 3, 14    3, 15.

180
13

cm;

 c) d  12 25  9  12  10  120.

Teste pentru preg[tirea examenului de Evaluare Na\ional[

TESTUL 1  SUBIECTUL I 1.  b).  2.  c). 3.  a). 4.  c). 5.  d). 6.  b).  SUBIECTUL al II-lea 1.  c).  2. b).  3. a). 4. b). 5. a). 6. d).

SUBIECTUL al III-lea 1.  a)  deci nu este posibil ca Dan s[ cumpere mingea folosind doar 3 bancnote; b) 2 bancnote de 5 lei ]i 3 bancnote de3  10  30  40,

10 lei. 2. b)  3. a) 0; b)  4. b)  5. E(x)  1
x  2

, deci E(x)  (x  2)  1. sin OEF 
2 5

5
. 3 3 cm. AC  BD  O; EOF  (EBD); (FBD) ; EOF 

 6. a)  centrul bazei ABC; b)     180  EOA  FOC  180  60  45  75. VA; (ABC)  VAO  30, O d (A; VM) 
12 21

7
cm.

TESTUL 2  SUBIECTUL I 1.  c).  2.  a). 3.  b). 4.  d). 5.  d). 6.  c). SUBIECTUL al II-lea 1.  c).  2. a).  3. d). 4. a). 5. d). 6. a). 

SUBIECTUL al III-lea 1.  4 vaze ]i 17 flori. 2. b).  3. a) b)  4. b)  5. a) 9 dm; b) Fie       n  3. f (1)  2 deci A  G f ; x  ; 1. (24  2 3 ) cm2. MN  (ABC),

 deci  6. a)  vopsea care cost[  b)  de tabl[. N  AC MO; (ABC)  MO; ON  MON tg MON  MN
ON


3 2

2
. 17, 757 kg 443, 92 lei; 48, 1635 m2

*

* *
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